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Введение 
При заражении человека вирусами ВИЧ-1 инфекции в организм проникает 

небольшое количество вирусных частиц, которые локализуются в одном или 
нескольких лимфатических узлах. Попавшие в лимфатический узел вирусные частицы 
заражают клетки-мишени, что приводит к появлению новых вирусных частиц за счет 
размножения в указанных клетках. Если в организм инфицированного человека 
проникает от одной до десяти вирусных частиц, например, при незащищенных 
сексуальных контактах, то в начальный период развития ВИЧ-1 инфекции (7–10 суток) 
популяции вирусных частиц и зараженных клеток являются малочисленными. Поэтому 
известные математические модели динамики ВИЧ-1 инфекции в форме 
дифференциальных уравнений (см. [1]–[4] и приведенные в этих работах ссылки на 
других авторов) не вполне подходят для изучения динамики ВИЧ-1 инфекции в 
начальный период ее развития. Здесь требуется привлечение целочисленных 
переменных, отражающих текущие численности вирусных частиц и зараженных 
клеток. Кроме того, с учетом относительно небольшой длительности начального 
периода развития ВИЧ-1 инфекции существенное значение имеют длительности 
пребывания зараженных клеток в промежуточных стадиях своего развития (от 
нескольких часов до полутора суток). В стохастической постановке распределения 
длительностей стадий развития зараженных клеток, отличные от экспоненциального 
или геометрического распределений, приводят к немарковским ограничениям для 
описания динамики изучаемых популяций. Как следствие, возникает необходимость 
использования дополнительных переменных, учитывающих историю формирования 
популяций зараженных клеток, находящихся в той или иной стадии своего развития. 

В настоящей работе приведена простейшая стохастическая стадия-зависимая 
модель развития ВИЧ-1 инфекции в отдельно взятом лимфатическом узле в течение 
первых нескольких суток после инфицирования человека. Для построения модели 
использованы материалы работ [5]–[10] и публикации, указанные в списке литературы 
работы [9] (статьи № 7, 8, 11, 12, 26, 28, 29, 30). Специфика и новизна модели 
проявляется в использовании целочисленных переменных и семейств уникальных 
типов зараженных клеток, отражающих полную историю формирования 
соответствующих популяций в отдельно взятом лимфатическом узле. Важным этапом 
построения модели является выбор переменных в форме численности популяции 
клеток-мишеней для вирусных частиц. В качестве клеток-мишеней выступает 
популяция CD4+ Т-лимфоцитов. Популяция зараженных CD4+ Т-лимфоцитов является 
неоднородной и включает клетки в стадиях покоя, размножения и производства 
вирусных частиц. Явное описание динамики численности неоднородной популяции 
зараженных CD4+ Т-лимфоцитов дает возможность учесть появление продуктивно-
инфицированных клеток (клеток, производящих вирусные частицы) и латентно-
инфицированных клеток (клеток, не производящих вирусные частицы). Латентно-
инфицированные клетки вместе с вирусными частицами могут поступать в другие 
лимфатические узлы, что приводит к распространению ВИЧ-1 инфекции в организме 
зараженного человека. 
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Представлены алгоритм численного моделирования на основе метода Монте-
Карло и результаты численного моделирования на конечном промежутке времени. 
Разработка алгоритма численного моделирования, планирование и обработка 
результатов вычислительного эксперимента опирается на работы [11]–[15]. 

 
1. Описание модели 
Будем изучать начальный этап динамики развития ВИЧ-1 инфекции в 

лимфатическом узле, в который проникло небольшое число вирусных частиц после 
инфицирования человека в момент времени 𝑡𝑡 = 0. Промежуток моделирования 
обозначим через [0; 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚] и примем, что длительность промежутка [0; 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚] 
составляет несколько суток. Пусть далее сокращение ЛУ означает лимфатический узел. 
При построении модели учтем только несколько факторов и событий, отражающих 
процесс развития ВИЧ-1 инфекции в ЛУ. Полагаем, что клетками-мишенями для 
вирусных частиц являются CD4+ Т-лимфоциты в состоянии покоя – клетки 𝑇𝑇0. 
Активация зараженных клеток 𝑇𝑇0 к размножению происходит в результате их 
контактов с антиген-презентирующими клетками A. Примем, что численность 
популяций клеток 𝑇𝑇0 и A в ЛУ принята постоянной и равной соответственно 𝑇𝑇0∗ > 0, 
𝐴𝐴∗ > 0. Кроме того, не будем учитывать уменьшение численности популяций 
зараженных клеток вследствие естественного старения и гибели под воздействием 
заражения вирусами. 

Введем следующие популяции клеток и вирусных частиц: 
• V –  вирусные частицы; 
• 𝐼𝐼0 – зараженные клетки-мишени, находящиеся в фазе 𝐺𝐺0 клеточного цикла; 
• 𝐼𝐼1 – зараженные клетки-мишени, находящиеся в фазе 𝐺𝐺1 клеточного цикла; 
• 𝐼𝐼2 – зараженные клетки-мишени, находящиеся в фазах 𝑆𝑆 – 𝐺𝐺2 –𝑀𝑀 клеточного 

цикла; 
• 𝐼𝐼3 – зараженные клетки-мишени, остановленные в фазе 𝐺𝐺2 клеточного цикла; 
• 𝐼𝐼+ – зараженные клетки-мишени, находящиеся в фазах 𝑆𝑆 – 𝐺𝐺2 –𝑀𝑀 клеточного 

цикла и продолжающие размножение за счет деления, но они и их потомки не 
способны к производству вирусных частиц; 

• 𝐼𝐼4 – продуктивно-инфицированные зараженные клетки-мишени (клетки, 
производящие вирусные частицы). 

Дополнительно обозначим: W – вирусные частицы, поглощенные зараженными 
клетками 𝑇𝑇0; D – клетки 𝐼𝐼0 и вирусные частицы V, покинувшие ЛУ в силу 
миграционного оттока, а также вирусные частицы V, погибшие вследствие 
естественной смертности; K – клетки 𝐼𝐼4, погибшие под влиянием процесса 
производства вирусных частиц. Схему модели представим в следующей форме: 

 𝑉𝑉 
𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉 𝑇𝑇0∗�⎯⎯⎯⎯�  𝐼𝐼0 + 𝑊𝑊, (1.1) 

 𝐼𝐼4  
𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝐼𝐼4  𝑇𝑇0∗�⎯⎯⎯⎯�  𝐼𝐼0 + 𝐼𝐼4,   𝐼𝐼4  

𝜂𝜂𝑉𝑉��  𝐼𝐼4 + 𝑉𝑉, (1.2) 

 𝐼𝐼0  
𝜇𝜇𝐼𝐼0��  𝐷𝐷,   𝐼𝐼0  

𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0  𝐴𝐴∗
�⎯⎯⎯⎯�  𝐼𝐼1, (1.3) 

 𝐼𝐼1  
𝛽𝛽𝐼𝐼1��  �𝛼𝛼𝐼𝐼2;  𝐼𝐼2� + �𝛼𝛼𝐼𝐼3;  𝐼𝐼3� + �𝛼𝛼𝐼𝐼+;  𝐼𝐼+�, (1.4) 

 𝐼𝐼2|𝑡𝑡𝐼𝐼2  → 2 𝐼𝐼4|𝑡𝑡𝐼𝐼2+𝜔𝜔𝐼𝐼2
,   𝐼𝐼3|𝑡𝑡𝐼𝐼3  →  𝐼𝐼4|𝑡𝑡𝐼𝐼3+𝜔𝜔𝐼𝐼3

, (1.5) 
 𝐼𝐼4|𝑡𝑡𝐼𝐼4  → 𝐾𝐾|𝑡𝑡𝐼𝐼4+𝜔𝜔𝐼𝐼4 , (1.6) 

 𝑉𝑉 
𝜇𝜇𝑉𝑉��  𝐷𝐷. (1.7) 

Константы 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉𝑇𝑇0∗, 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝐼𝐼4𝑇𝑇0
∗, 𝜂𝜂𝑉𝑉, 𝜇𝜇𝐼𝐼0, 𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0𝐴𝐴

∗, 𝛽𝛽𝐼𝐼1, 𝛼𝛼𝐼𝐼2, 𝛼𝛼𝐼𝐼3, 𝛼𝛼𝐼𝐼+, 𝜔𝜔𝐼𝐼2, 𝜔𝜔𝐼𝐼3, 𝜇𝜇𝑉𝑉, используемые в 
(1.1)–(1.7), положительны, 𝛼𝛼𝐼𝐼2 + 𝛼𝛼𝐼𝐼3 + 𝛼𝛼𝐼𝐼+ = 1. Величина 𝜔𝜔𝐼𝐼4, приведенная в (1.6), 
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является случайной и распределена на конечном промежутке времени [𝑎𝑎; 𝑏𝑏], 0 < 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏, 
с абсолютно непрерывной функцией распределения 𝐹𝐹𝜔𝜔𝐼𝐼4

. 
Схему (1.1)–(1.7) будем интерпретировать в терминах ветвящихся случайных 

процессов [14]. Принимаем, что вирусные частицы и клетки всех указанных популяций 
ведут себя независимо друг от друга, а эволюция всего сообщества вирусных частиц и 
клеток определяется следующим набором предположений. 

Опираясь на (1.1) и (1.7), полагаем, что вирусная частица V имеет 
экспоненциально распределенное время жизни с параметром 𝜇𝜇𝑉𝑉 + 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉𝑇𝑇0∗. В конце 
своей жизни вирусная частица V с вероятностью 𝜇𝜇𝑉𝑉 �𝜇𝜇𝑉𝑉 + 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉𝑇𝑇0∗�⁄  погибает, не 
оставляя потомства; с вероятностью 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉𝑇𝑇0∗ �𝜇𝜇𝑉𝑉 + 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉𝑇𝑇0∗�⁄  контактирует с некоторой 
клеткой 𝑇𝑇0 и превращает ее в клетку 𝐼𝐼0, при этом вирусная частица поглощается 
возникшей клеткой 𝐼𝐼0. 

Опираясь на (1.3), полагаем, что клетка 𝐼𝐼0 имеет экспоненциально 
распределенное время жизни с параметром 𝜇𝜇𝐼𝐼0 + 𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0𝐴𝐴

∗. В конце своей жизни клетка 𝐼𝐼0 
с вероятностью 𝜇𝜇𝐼𝐼0 �𝜇𝜇𝐼𝐼0 + 𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0𝐴𝐴

∗�⁄  покидает ЛУ, не оставляя потомства; с вероятностью 
𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0𝐴𝐴

∗ �𝜇𝜇𝐼𝐼0 + 𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0𝐴𝐴
∗�⁄  превращается в клетку 𝐼𝐼1. 

Исходя из (1.4), принимаем, что клетка 𝐼𝐼1 имеет экспоненциально 
распределенное время жизни с параметром 𝛽𝛽𝐼𝐼1  и в конце своей жизни с вероятностями 
𝛼𝛼𝐼𝐼2, 𝛼𝛼𝐼𝐼3, 𝛼𝛼𝐼𝐼+ превращается соответственно в клетку 𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3, 𝐼𝐼+. 

Следуя (1.5), полагаем, что клетка 𝐼𝐼2, возникшая в момент времени 𝑡𝑡𝐼𝐼2, имеет 
фиксированное (неслучайное) время жизни 𝜔𝜔𝐼𝐼2 и в момент времени 𝑡𝑡𝐼𝐼2 + 𝜔𝜔𝐼𝐼2 делится, 
образуя две клетки 𝐼𝐼4. Клетка 𝐼𝐼3, возникшая в момент времени 𝑡𝑡𝐼𝐼3, имеет 
фиксированное (неслучайное) время жизни 𝜔𝜔𝐼𝐼3 и в момент времени 𝑡𝑡𝐼𝐼3 + 𝜔𝜔𝐼𝐼3 
превращается (без деления) в клетку 𝐼𝐼4. 

Следуя (1.6), полагаем, что клетка 𝐼𝐼4, возникшая в момент времени 𝑡𝑡𝐼𝐼4, имеет 
случайное время жизни с функцией распределения 𝐹𝐹𝜔𝜔𝐼𝐼4

. В момент времени 𝑡𝑡𝐼𝐼4 + 𝜔𝜔𝐼𝐼4 
клетка 𝐼𝐼4 погибает, не оставляя потомства. Используя (1.2), принимаем, что за период 
�𝑡𝑡𝐼𝐼4;  𝑡𝑡𝐼𝐼4 + 𝜔𝜔𝐼𝐼4� клетка 𝐼𝐼4 контактирует с клетками 𝑇𝑇0 и превращает их в 𝜈𝜈𝐼𝐼0 клеток 𝐼𝐼0, а 
также производит 𝜈𝜈𝑉𝑉 вирусных частиц V. Случайные величины 𝜈𝜈𝐼𝐼0, 𝜈𝜈𝑉𝑉 являются 
независимыми и для фиксированного 𝜔𝜔𝐼𝐼4 = 𝜔𝜔4 имеют распределения Пуассона 
соответственно с параметрами 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝐼𝐼4𝑇𝑇0

∗𝜔𝜔4, 𝜂𝜂𝑉𝑉𝜔𝜔4. 
Вероятностная интерпретация схемы (1.1)–(1.7) приводит к стохастической 

модели в форме ветвящегося случайного процесса [14], описывающего эволюцию 
сообщества частиц шести типов. Модель можно рассматривать в форме процесса 
Севастьянова. Это обусловлено тем, что численность клеток 𝐼𝐼0 и вирусных частиц V, 
образованных за счет одной клетки 𝐼𝐼4, зависит от продолжительности времени ее 
жизни. Детальное аналитическое исследование такого ветвящегося процесса является 
очень затруднительным и достаточно трудоемким, и здесь требуется применение 
численных методов. В следующем разделе приведены рекуррентные соотношения для 
переменных модели и алгоритм численного моделирования на заданном промежутке 
времени. 

 
2. Рекуррентные соотношения для переменных модели  
и алгоритм численного моделирования 
Численность популяций 𝐼𝐼0, 𝐼𝐼1, 𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3, 𝐼𝐼4, V в момент времени 𝑡𝑡 ∈ [0; 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚] 

обозначим через 
 𝑋𝑋(𝑡𝑡) = (𝐼𝐼0(𝑡𝑡), 𝐼𝐼1(𝑡𝑡), 𝐼𝐼2(𝑡𝑡), 𝐼𝐼3(𝑡𝑡), 𝐼𝐼4(𝑡𝑡),𝑉𝑉(𝑡𝑡)). (2.1) 
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Для каждого фиксированного 𝑡𝑡 > 0 под компонентами вектора 𝑋𝑋(𝑡𝑡), приведенного в 
(2.1), понимается набор неотрицательных целочисленных случайных величин. Примем, 
что в начальный момент времени (𝑡𝑡 = 0) в ЛУ отсутствуют клетки популяций 𝐼𝐼0 – 𝐼𝐼4, то 
есть 𝐼𝐼𝑘𝑘(0) = 0, 𝑘𝑘 = 0, … ,4, и присутствуют вирусные частицы в количестве 𝑉𝑉(0) =
𝑉𝑉0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡 > 0. Для учета предыстории формирования клеточных популяций 𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3, 𝐼𝐼4 
в дополнение к переменным (2.1) введем семейства уникальных типов Ω𝐼𝐼2(𝑡𝑡), Ω𝐼𝐼3(𝑡𝑡), 
Ω𝐼𝐼4(𝑡𝑡) клеток этих популяций, 𝑡𝑡 ∈ [0; 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚]. 

Пусть A означает фиксированную популяцию клеток из набора популяций 𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3, 
𝐼𝐼4. Учитывая нулевые численности клеточных популяций 𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3, 𝐼𝐼4 при 𝑡𝑡 = 0, положим, 
что переменная 𝑁𝑁𝐴𝐴(𝑡𝑡) означает случайную величину, задающую количество клеток, 
поступивших в популяцию A за промежуток времени (0; 𝑡𝑡] ⊂ [0; 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚]. 

Введем семейство Ω𝐴𝐴(𝑡𝑡) уникальных типов клеток популяции A. Положим: 
 Ω𝐴𝐴(𝑡𝑡) = ��𝑡𝑡𝒜𝒜(𝑗𝑗),𝜑𝜑𝒜𝒜(𝑗𝑗)� ∶ 0 < 𝑡𝑡𝒜𝒜(𝑗𝑗) ≤ 𝑡𝑡, 1 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝐴𝐴(𝑡𝑡)�,  если 𝑁𝑁𝐴𝐴(𝑡𝑡) ≥ 1, (2.2) 
 Ω𝐴𝐴(𝑡𝑡) = ∅,  если 𝑁𝑁𝐴𝐴(𝑡𝑡) = 0. (2.3) 
В формуле (2.2) уникальные типы клеток популяции A представлены парами 
 �𝑡𝑡𝒜𝒜(𝑗𝑗),𝜑𝜑𝒜𝒜(𝑗𝑗)�, (2.4) 
где 𝑗𝑗 = 1,2, … ,𝑁𝑁𝐴𝐴(𝑡𝑡) порядковый номер поступления очередного индивидуума 𝒜𝒜 в 
популяцию A, 𝒜𝒜(𝑗𝑗) – индивидуум 𝒜𝒜 с порядковым номером поступления j в A, набор 
 0 < 𝑡𝑡𝒜𝒜(1), 𝑡𝑡𝒜𝒜(2), … , 𝑡𝑡𝒜𝒜(𝑗𝑗), … , 𝑡𝑡𝒜𝒜(𝑁𝑁𝐴𝐴(𝑡𝑡)) ≤ 𝑡𝑡 (2.5) 
задает моменты поступления индивидуумов в популяцию A до момента времени t 
(включительно). Компонента 𝜑𝜑𝒜𝒜(𝑗𝑗), используемая в (2.4), такова. Если 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼2, то 
𝜑𝜑𝒜𝒜(𝑗𝑗) = 𝜔𝜔𝐼𝐼2 , если 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼3, то 𝜑𝜑𝒜𝒜(𝑗𝑗) = 𝜔𝜔𝐼𝐼3  (константы, указанные в (1.5)). Для 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼4 
полагаем, что 𝜑𝜑𝒜𝒜(𝑗𝑗) = 𝜔𝜔ℐ4 – случайная величина, введенная в (1.6). Отметим, что 
моменты (2.5) появления клеток в популяциях 𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3, 𝐼𝐼4 обусловлены случайными 
величинами с экспоненциальным распределением, содержащим различные параметры. 
Длительности пребывания клеток в популяциях 𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3 заданы константами, а 
длительность пребывания клеток в популяции 𝐼𝐼4 задана распределением 𝐹𝐹𝜔𝜔𝐼𝐼4

. 
Указанные распределения относятся к распределениям абсолютно непрерывного типа. 
Исходя из структуры элементов семейства (2.2), имеем, что все клетки, находящиеся в 
популяциях 𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3, 𝐼𝐼4 в текущий момент времени, различимы между собой по времени 
𝑡𝑡𝒜𝒜(𝑗𝑗) + 𝜑𝜑𝒜𝒜(𝑗𝑗) > 𝑡𝑡 завершения пребывания в той или иной популяции. 

Динамику изучаемых популяций будем описывать помощью случайного 
процесса 
 𝐻𝐻(𝑡𝑡) = (𝑋𝑋(𝑡𝑡),𝑌𝑌(𝑡𝑡),Ω(𝑡𝑡)),  𝑡𝑡 ∈ [0; 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚], (2.6) 
где 
 𝑌𝑌(𝑡𝑡) = �𝑁𝑁𝐼𝐼2(𝑡𝑡),𝑁𝑁𝐼𝐼3(𝑡𝑡),𝑁𝑁𝐼𝐼4(𝑡𝑡), 𝐼𝐼+(𝑡𝑡)�,  Ω(𝑡𝑡) = �Ω𝐼𝐼2(𝑡𝑡),Ω𝐼𝐼3(𝑡𝑡),Ω𝐼𝐼4(𝑡𝑡)�. (2.7) 
Компоненты 𝑋𝑋(𝑡𝑡), 𝑌𝑌(𝑡𝑡), Ω(𝑡𝑡), используемые в (2.6), (2.7), указаны в (2.1), (2.2), (2.3). 
Под 𝐼𝐼+(𝑡𝑡) понимается переменная, отражающая количество клеток, поступивших в 
популяцию 𝐼𝐼+ за промежуток времени [0; 𝑡𝑡], и 𝐼𝐼+(0) = 0. 

Закономерности изменения компонент процесса 𝐻𝐻(𝑡𝑡) (его выборочные функции) 
на промежутке времени [0; 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚] зададим с помощью последовательности пар 
 (𝑡𝑡𝑚𝑚,𝐻𝐻(𝑡𝑡𝑚𝑚)),  𝑚𝑚 = 0,1,2, …,  𝑡𝑡𝑚𝑚 ≤ 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, (2.8) 
где 𝑡𝑡0 = 0 – начальный момент времени, 𝐻𝐻(𝑡𝑡0) – начальное состояние процесса 𝐻𝐻(𝑡𝑡). 
Зафиксируем 𝑚𝑚 = 0,1,2, … и компоненты процесса 
 𝐻𝐻(𝑡𝑡𝑚𝑚) = (𝑋𝑋(𝑡𝑡𝑚𝑚),𝑌𝑌(𝑡𝑡𝑚𝑚),Ω(𝑡𝑡𝑚𝑚)). (2.9) 
В формулу (2.9) входят 𝑋𝑋(𝑡𝑡𝑚𝑚), 𝑌𝑌(𝑡𝑡𝑚𝑚), компоненты которых представляют собой 
неотрицательные целочисленные константы. Компоненты 
 Ω(𝑡𝑡𝑚𝑚) = �Ω𝐼𝐼2(𝑡𝑡𝑚𝑚),Ω𝐼𝐼3(𝑡𝑡𝑚𝑚),Ω𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚)�, (2.10) 
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используемые в (2.9), имеют следующую структуру. Пусть 𝐴𝐴 ∈ {𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3, 𝐼𝐼4}. Если 
𝑁𝑁𝐴𝐴(𝑡𝑡𝑚𝑚) ≥ 1, то (2.10) включает семейство Ω𝐴𝐴(𝑡𝑡𝑚𝑚), заданное (2.2), каждый элемент 
которого содержит две вещественные положительные константы. Если 𝑁𝑁𝐴𝐴(𝑡𝑡𝑚𝑚) = 0, то 
(2.10) включает семейство Ω𝐴𝐴(𝑡𝑡𝑚𝑚) = ∅. Отметим, что в случае 𝑡𝑡0 = 0 все компоненты 
𝑋𝑋(𝑡𝑡0), 𝑌𝑌(𝑡𝑡0) имеют нулевые значения, за исключением 𝑉𝑉(𝑡𝑡0) = 𝑉𝑉0, и все компоненты 
Ω(𝑡𝑡0) – пустые множества. 

Используя (2.9), введем величины 𝜏𝜏(𝑚𝑚), 𝜓𝜓𝐴𝐴
(𝑚𝑚), 𝐴𝐴 ∈ {𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3, 𝐼𝐼4}. Обозначим: 

 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚) = 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉𝑇𝑇0∗𝑉𝑉(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝐼𝐼4𝑇𝑇0
∗𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 𝜇𝜇𝐼𝐼0𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 

 +𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0𝐴𝐴
∗𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 𝛽𝛽𝐼𝐼1𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 𝜂𝜂𝑉𝑉𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 𝜇𝜇𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑡𝑡𝑚𝑚). (2.11) 

Пусть в (2.11) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚) > 0. Тогда 𝜏𝜏(𝑚𝑚) – экспоненциально распределенная случайная 
величина с параметром 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚). Если в (2.11) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚) = 0, то 𝜏𝜏(𝑚𝑚) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡 = 𝜏𝜏(∞) > 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Для фиксированного 𝐴𝐴 ∈ {𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3, 𝐼𝐼4} величину 𝜓𝜓𝐴𝐴
(𝑚𝑚) зададим соотношениями 

 𝜓𝜓𝐴𝐴
(𝑚𝑚) = min

1≤𝑗𝑗≤𝑁𝑁𝐴𝐴(𝑡𝑡𝑚𝑚)
�𝑡𝑡𝒜𝒜(𝑗𝑗) +  𝜑𝜑𝒜𝒜(𝑗𝑗) ∶  𝑡𝑡𝒜𝒜(𝑗𝑗) +  𝜑𝜑𝒜𝒜(𝑗𝑗) > 𝑡𝑡𝑚𝑚�, если 𝐴𝐴(𝑡𝑡𝑚𝑚) ≥ 1,   (2.12) 

 𝜓𝜓𝐴𝐴
(𝑚𝑚) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡 = 𝜓𝜓𝐴𝐴

(∞) > 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,  если 𝐴𝐴(𝑡𝑡𝑚𝑚) = 0. (2.13) 
Положим 

 𝑡𝑡𝑚𝑚+1 = min�𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,𝜓𝜓𝐼𝐼2
(𝑚𝑚),𝜓𝜓𝐼𝐼3

(𝑚𝑚),𝜓𝜓𝐼𝐼4
(𝑚𝑚), 𝑡𝑡𝑚𝑚 + 𝜏𝜏(𝑚𝑚)�. (2.14) 

Предварительно примем, что 
 𝐻𝐻(𝑡𝑡) = 𝐻𝐻(𝑡𝑡𝑚𝑚),  𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡𝑚𝑚, 𝑡𝑡𝑚𝑚+1]. (2.15) 

Если в (2.14) 𝑡𝑡𝑚𝑚+1 = 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, то (2.15) завершает описание процесса 𝐻𝐻(𝑡𝑡). 
Если в (2.14) 𝑡𝑡𝑚𝑚+1 < 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, то часть компонент 𝐻𝐻(𝑡𝑡) подвержена изменению в 

точке 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡𝑚𝑚+1. Изменения соответствующих компонентов 𝐻𝐻(𝑡𝑡) отражены в 
приведенных ниже соотношениях. 

Пусть в (2.14) 𝑡𝑡𝑚𝑚+1 = 𝜓𝜓𝐼𝐼2
(𝑚𝑚). Тогда 𝐼𝐼2(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼2(𝑡𝑡𝑚𝑚) − 1, 𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 2, 

 𝑁𝑁𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝑁𝑁𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 2,  𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) − 1,  𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚+1), 
 𝑡𝑡ℐ4(𝑗𝑗) = 𝑡𝑡ℐ4(𝑘𝑘) = 𝑡𝑡𝑚𝑚+1,  Ω𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = Ω𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) ∪ �𝑡𝑡ℐ4(𝑗𝑗),𝜑𝜑ℐ4(𝑗𝑗)� ∪ �𝑡𝑡ℐ4(𝑘𝑘),𝜑𝜑ℐ4(𝑘𝑘)�, 
где 𝜑𝜑ℐ4(𝑗𝑗), 𝜑𝜑ℐ4(𝑘𝑘) – независимые случайные величины, каждая из которых имеет 
функцию распределения 𝐹𝐹𝜔𝜔𝐼𝐼4

. 

Пусть в (2.14) 𝑡𝑡𝑚𝑚+1 = 𝜓𝜓𝐼𝐼3
(𝑚𝑚). Тогда 𝐼𝐼3(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼3(𝑡𝑡𝑚𝑚) − 1, 𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1, 

 𝑁𝑁𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝑁𝑁𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1,  𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚+1), 
 𝑡𝑡ℐ4(𝑗𝑗) = 𝑡𝑡𝑚𝑚+1,  Ω𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = Ω𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) ∪ �𝑡𝑡ℐ4(𝑗𝑗),𝜑𝜑ℐ4(𝑗𝑗)�, 
где 𝜑𝜑ℐ4(𝑗𝑗) – случайная величина с функцией распределения 𝐹𝐹𝜔𝜔𝐼𝐼4

. 

Пусть в (2.14) 𝑡𝑡𝑚𝑚+1 = 𝜓𝜓𝐼𝐼4
(𝑚𝑚). Тогда 𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) − 1. 

Пусть в (2.14) 𝑡𝑡𝑚𝑚+1 = 𝑡𝑡𝑚𝑚 + 𝜏𝜏(𝑚𝑚). Изменения компонент 𝐻𝐻(𝑡𝑡) в точке 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡𝑚𝑚+1 
обусловлены событиями, вероятности наступления которых 𝑃𝑃 = 𝑝𝑝𝑛𝑛, 1 ≤ 𝑐𝑐 ≤ 9, 
учитывают интенсивности, входящие в (2.11) в форме отдельных слагаемых. 
Изменения таковы: 

1) 𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1, 𝑉𝑉(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝑉𝑉(𝑡𝑡𝑚𝑚) − 1, 𝑃𝑃 = 𝑝𝑝1 = 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉𝑇𝑇0∗𝑉𝑉(𝑡𝑡𝑚𝑚) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚)⁄ ; 
2) 𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1, 𝑃𝑃 = 𝑝𝑝2 = 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝐼𝐼4𝑇𝑇0

∗𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚)⁄ ; 
3) 𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚) − 1, 𝑃𝑃 = 𝑝𝑝3 = 𝜇𝜇𝐼𝐼0𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚)⁄ ; 
4) 𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚) − 1, 𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1, 𝑃𝑃 = 𝑝𝑝4 = 𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0𝐴𝐴

∗𝐼𝐼0(𝑡𝑡𝑚𝑚) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚)⁄ ; 
5) 𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚) − 1, 𝐼𝐼2(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼2(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1, 𝑁𝑁𝐼𝐼2(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝑁𝑁𝐼𝐼2(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1, 

𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝐼𝐼2(𝑡𝑡𝑚𝑚+1), 𝑡𝑡ℐ2(𝑗𝑗) = 𝑡𝑡𝑚𝑚+1, 𝜑𝜑ℐ2(𝑗𝑗) = 𝜔𝜔𝐼𝐼2 , Ω𝐼𝐼2(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = Ω𝐼𝐼2(𝑡𝑡𝑚𝑚) ∪ �𝑡𝑡ℐ2(𝑗𝑗),𝜑𝜑ℐ2(𝑗𝑗)�, 
𝑃𝑃 = 𝑝𝑝5 = 𝛼𝛼𝐼𝐼2𝛽𝛽𝐼𝐼1𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚)⁄ ; 

6) 𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚) − 1, 𝐼𝐼3(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼3(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1, 𝑁𝑁𝐼𝐼3(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝑁𝑁𝐼𝐼3(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1, 
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𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝐼𝐼3(𝑡𝑡𝑚𝑚+1), 𝑡𝑡ℐ3(𝑗𝑗) = 𝑡𝑡𝑚𝑚+1, 𝜑𝜑ℐ3(𝑗𝑗) = 𝜔𝜔𝐼𝐼3 , Ω𝐼𝐼3(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = Ω𝐼𝐼3(𝑡𝑡𝑚𝑚) ∪ �𝑡𝑡ℐ3(𝑗𝑗),𝜑𝜑ℐ3(𝑗𝑗)�, 
𝑃𝑃 = 𝑝𝑝6 = 𝛼𝛼𝐼𝐼3𝛽𝛽𝐼𝐼1𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚)⁄ ; 

7) 𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚) − 1, 𝐼𝐼+(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝐼𝐼+(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1, 𝑃𝑃 = 𝑝𝑝7 = 𝛼𝛼𝐼𝐼+𝛽𝛽𝐼𝐼1𝐼𝐼1(𝑡𝑡𝑚𝑚) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚)⁄ ; 
8) 𝑉𝑉(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝑉𝑉(𝑡𝑡𝑚𝑚) + 1, 𝑃𝑃 = 𝑝𝑝8 = 𝜂𝜂𝑉𝑉𝐼𝐼4(𝑡𝑡𝑚𝑚) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚)⁄ ; 
9) 𝑉𝑉(𝑡𝑡𝑚𝑚+1) = 𝑉𝑉(𝑡𝑡𝑚𝑚) − 1, 𝑃𝑃 = 𝑝𝑝9 = 𝜇𝜇𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑡𝑡𝑚𝑚) 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑚𝑚)⁄ . 

 
Заменяем m на m+1, фиксируем пару (𝑡𝑡𝑚𝑚+1,𝐻𝐻(𝑡𝑡𝑚𝑚+1)) и, используя приведенные выше 
соотношения, начиная с (2.9), находим (𝑡𝑡𝑚𝑚+2,𝐻𝐻(𝑡𝑡𝑚𝑚+2)). 

Для генерации возникающих в алгоритме случайных величин применяются 
формулы и датчики псевдослучайных чисел, описанные в [11]–[13]. 

 
3. Результаты вычислительного эксперимента 
Целью вычислительного эксперимента является изучение динамики типичных 

реализаций и математического ожидания переменной 
 𝐼𝐼𝑆𝑆(𝑡𝑡) = log10(𝐼𝐼0(𝑡𝑡) + 𝐼𝐼1(𝑡𝑡) + 𝐼𝐼2(𝑡𝑡) + 𝐼𝐼3(𝑡𝑡) + 𝐼𝐼4(𝑡𝑡) + 𝑉𝑉(𝑡𝑡) + 1), 𝑡𝑡 ∈ [0; 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚], (3.1) 
отражающей динамику суммы всех компонент инфекционного процесса на указанном 
промежутке времени. Для подбора параметров модели используем [9], [16]. Примем, 
что 𝑇𝑇0∗ = 5 ∙ 108, 𝐴𝐴∗ = 2 ∙ 106. Далее: 𝜇𝜇𝐼𝐼0 = 2.5, 𝛽𝛽𝐼𝐼1 = 0.8, 𝜂𝜂𝑉𝑉 = 150, 𝜇𝜇𝑉𝑉 = 3.5, 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉 =
1.2 ∙ 10−9, 𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝐼𝐼4 = 2.5 ∙ 10−7 (размерность сутки-1), 𝜔𝜔𝐼𝐼2 = 0.75, 𝜔𝜔𝐼𝐼3 = 1.25 (размерность 
сутки). Положим, что 𝜔𝜔𝐼𝐼4 = 0.75 + 0.6 𝜉𝜉2.5, где случайная величина 𝜉𝜉 распределена 
равномерно на промежутке [0; 1] и [𝑎𝑎; 𝑏𝑏] = [0.75; 1.35], математическое ожидание 
𝐸𝐸𝜔𝜔𝐼𝐼4 = 𝐸𝐸4 = 0.921 (размерность сутки). Будем говорить, что приведенные значения 
параметров составляют опорный набор. 

Для выбора значений остальных параметров используем результаты 
аналитического исследования модели с точки зрения теории ветвящихся процессов. 
Опираясь на описание модели, рассмотрим 𝑋𝑋(𝑡𝑡) как ветвящийся процесс Севастьянова 
[14]. Опуская детали, находим, что процесс 𝑋𝑋(𝑡𝑡) является докритическим, критическим, 
надкритическим, если выполнены неравенства 𝑅𝑅0 < 1, 𝑅𝑅0 = 1, 𝑅𝑅0 > 1, где 

 𝑅𝑅0 =
�2 𝛼𝛼𝐼𝐼2+𝛼𝛼𝐼𝐼3� 𝐸𝐸4𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0𝐴𝐴

∗ �𝜂𝜂𝑉𝑉𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉𝑇𝑇0∗+𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝐼𝐼4𝑇𝑇0
∗ �𝜇𝜇𝑉𝑉+𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉𝑇𝑇0∗��

�𝜇𝜇𝐼𝐼0+𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0𝐴𝐴
∗� �𝜇𝜇𝑉𝑉+𝛾𝛾𝑇𝑇0,𝑉𝑉𝑇𝑇0∗�

. (3.2) 

Рассмотрим динамику переменной (3.1) на промежутке [0; 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚] = [0; 7] суток 
для параметров модели, которые включают параметры из опорного набора и двух 
дополнительных наборов: 
 𝛼𝛼𝐼𝐼2 = 0.45,  𝛼𝛼𝐼𝐼3 = 0.25,  𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0 = 7.3 ∙ 10−9  (размерность сутки-1), (3.3) 
 𝛼𝛼𝐼𝐼2 = 0.25,  𝛼𝛼𝐼𝐼3 = 0.65,  𝛾𝛾𝐴𝐴,𝐼𝐼0 = 4.5 ∙ 10−8  (размерность сутки-1) (3.4) 
Из (3.2) находим, что 𝑅𝑅0 = 0.9037, 𝑅𝑅0 = 5.4084 для базового набора параметров, 
дополненного соответственно наборами (3.3), (3.4). 

На рис. 1, 2 приведено по десять типичных реализаций 𝐼𝐼𝑆𝑆(𝑡𝑡) для наборов 
параметров (3.3), (3.4) соответственно и различных 𝑉𝑉0. В табл. 1, 2 представлены 
интервальные оценки вероятности события 𝐏𝐏{𝐼𝐼𝑆𝑆(7) = 0} (искоренение ВИЧ-1 
инфекции на седьмые сутки) и математического ожидания 𝐄𝐄𝐼𝐼𝑆𝑆(7) соответственно для 
𝑅𝑅0 = 0.9037 (набор параметров (3.3)) и 𝑅𝑅0 = 5.4084 (набор параметров (3.4)), 
полученные по выборке из 10000 реализаций случайного процесса 𝐻𝐻(𝑡𝑡), на уровне 
доверия 𝑃𝑃 = 0.99 [15]. 
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Рис. 1. Типичные реализации 𝐼𝐼𝑆𝑆(𝑡𝑡) при 𝑅𝑅0 = 0.9037 для набора параметров (3.3)  

и 𝑉𝑉0 = 10 (a); 𝑉𝑉0 = 50 (b); 𝑉𝑉0 = 100 (c) 
 

Из рис. 1 видно, что при 𝑅𝑅0 < 1 большинство из приведенных 𝑐𝑐 = 10 
реализаций переменной 𝐼𝐼𝑆𝑆(𝑡𝑡) уходят в ноль за достаточно короткий промежуток 
времени, другие же, осциллируя, поддерживаются на некотором уровне. Табл. 1 
показывает, что вероятность 𝐏𝐏{𝐼𝐼𝑆𝑆(7) = 0} близка к единице (см. также табл. 2). 
 

 

 
Рис. 2. Типичные реализации 𝐼𝐼𝑆𝑆(𝑡𝑡) при 𝑅𝑅0 = 5.4084 для набора параметров (3.4)  

и 𝑉𝑉0 = 10 (a); 𝑉𝑉0 = 50 (b); 𝑉𝑉0 = 100 (c) 
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Рис. 2 демонстрирует значительный рост более половины из 𝑐𝑐 = 10 реализаций. 
Табл. 1, 2 показывают, что в случае 𝑅𝑅0 > 1 (набор параметров (3.4)) при увеличении 𝑉𝑉0 
вероятность искоренения ВИЧ-1 инфекции в ЛУ на седьмые сутки 𝐏𝐏{𝐼𝐼𝑆𝑆(7) = 0} 
значительно уменьшается по сравнению со случаем 𝑅𝑅0 < 1 (набор параметров (3.3)). 

 
Таблица 1. Интервальные оценки вероятности события P{𝐼𝐼𝑆𝑆(7) = 0} 

на уровне доверия 𝑃𝑃 = 0.99 в зависимости от 𝑅𝑅0 и 𝑉𝑉0 
 

𝑅𝑅0 𝐏𝐏{𝐼𝐼𝑆𝑆(7) = 0} 
𝑉𝑉0 = 10 𝑉𝑉0 = 50 𝑉𝑉0 = 100 

0.9037 0.9957 ± 0.0017 0.9805 ± 0.0036 0.9619 ± 0.0049 
5.4084 0.9543 ± 0.0054 0.7985 ± 0.0103 0.6330 ± 0.0124 

 
Таблица 2. Интервальные оценки математического ожидания E𝐼𝐼𝑆𝑆(7) 

на уровне доверия 𝑃𝑃 = 0.99 в зависимости от 𝑅𝑅0 и 𝑉𝑉0 
 

𝑅𝑅0 𝐄𝐄𝐼𝐼𝑆𝑆(7) 
𝑉𝑉0 = 10 𝑉𝑉0 = 50 𝑉𝑉0 = 100 

0.9037 0.007 ± 0.003 0.028 ± 0.006 0.056 ± 0.008 
5.4084 0.107 ± 0.013 0.482 ± 0.026 0.901 ± 0.032 

 
Представленные выше вычисления свидетельствуют о хорошем согласовании 

результатов численного моделирования с теоретическими выкладками. 
 

Заключение 
В работе [9] показано, что при определенных параметрах двух-компартментной 

стохастической модели (отдельно взятый лимфатический узел – организм человека) 
возможно искоренение ВИЧ-1 инфекции в течение 7–10 суток после заражения. Как 
отмечено в [9], этот результат согласуется с реальными данными из работы [17]. 
Вместе с тем, для более детального изучения проблемы искоренения ВИЧ-1 инфекции 
необходимо дальнейшее развитие модели из [9], и требуется разработка семейства 
моделей, в разной степени учитывающих процессы, происходящие в лимфатическом 
узле после попадания туда вирусных частиц. Один из подходов к построению такой 
модели приведен в настоящей статье. Предложенная модель и алгоритм численного 
моделирования обобщаются на случай нескольких лимфатических узлов, включения в 
модель дополнительных переменных и явного учета контактов вирусных частиц и 
клеток, а также межклеточных контактов. 

 
Работа выполнена в Институте вычислительной математики им. Г.И. 

Марчука РАН (ИВМ РАН) в рамках проекта Российского научного фонда, № 23-11-
00116. 
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