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ИНСТРУМЕНТАЛЬНО-ОРИЕНТИРОВАННЫЙ АНАЛИЗ ЖЕСТКИХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ, ГИБРИДНЫХ И РАСПРЕДЕЛЕННЫХ  

СИСТЕМ ЯВНЫМИ МЕТОДАМИ 
А. Ж. Абденов, Ю. В. Шорников (Новосибирск) 

Новые алгоритмы анализа сложных систем оказываются более эффективными 
для прикладного специалиста, если они окружены специализированными инструмен-
тальными средствами моделирования. При этом индустрия создания таких средств мо-
делирования становится сама по себе фундаментальной задачей исследования [1].  

Особенно актуальны вопросы анализа слабо изученных гибридных систем (ГС) 
в окружении специализированных инструментально ориентированных средств, так как 
поведение таких систем в общем случае невозможно анализировать традиционными 
аналитическими или численными методами. Основные элементы инструментальных 
оболочек – решатели, оснащенные различными методами численного интегрирования. 
Наиболее проблемными являются методы численного анализа жестких систем, для ко-
торых применение классических схем интегрирования ограничено степенью жесткости. 
Для систем с повышенной жесткостью использование классических схем неэффектив-
но, а при существенной жесткости такие методы приводят к численной неустойчивости 
решения. В работе рассмотрены явные численные методы из библиотеки системы мо-
делирования ИСМА [2] для анализа жестких поведений ГС. 

Гибридные системы характеризуются как непрерывным, так и дискретным по-
ведением. Непрерывное поведение системы на временном интервале [ ]ktt ,0  характери-
зуется вектором состояния nx ℜ∈ и задаётся отображением nnC ℜ→ℜ: , опреде-
ляющим вектор – функцию ( )tx , при начальных условиях ( ) 00 xtx = . 

В ИСМА отображение C  ограничено классом систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (ОДУ) в форме Коши с запаздывающим аргументом в правой ча-
сти 

,)0(,0),),(),(( 0xxtttxtxfx =>θ−=   (1) 

где nx ℜ∈ - вектор состояния; )()( ttx ϕ=  при )0,[ θ−∈t ; t  – независимая переменная; 
)(tϕ  – l-мерная вектор-функция запаздывания, T

lnl ),,(; 1 ττ=θ≤   – вектор чистых за-
паздываний; f  – нелинейная вектор-функция, удовлетворяющая условию Липшица; 

T
nxxx ),,( 0100 =  – вектор начальных условий.  

Дискретное поведение гибридной системы характеризуется вектором 
rWz ∈ │ BW ∪ℑ∪ℜ= , где ℑ  – множество целых; },{ truefalseB =  – множество булевских ве-

личин. Поведение дискретной системы задаётся отображением rr WWD ×ℜ→: , которое определя-
ет причинно-следственную цепочку событий ( ) ( ) ( )iii ztEztEztE ,...,, 111000 =→→=→= . 

В общем случае глобальное поведение C гибридной системы зависит от сово-
купности локальных поведений },...,,{ 21 cnccc . Качественные изменения поведений не-
прерывной системы происходят мгновенно в некоторые дискретные моменты времени 

*
jtt =  для всей совокупности поведений },1,{ cj njc = . Область существования поведе-

ний },1,{ cj njc =  в расширенном фазовом пространстве ( ) 1, +ℜ∈ ntx  задаётся некоторым 
логическим предикатом ( ) Btxprj ∈, , который принимает значение false внутри области 
существования jc  и значение true – вне её. 
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При анализе гибридных систем целесообразнее использовать явные численные 
схемы по следующим причинам. В ГС (как и в обычных динамических системах) для 
поиска sx неявными методами приходится прибегать к итерационным процедурам, 
например методу Ньютона–Рафсона с дорогостоящей вычислительной процедурой об-
ращения матрицы Якоби. Для неявных схем необходимо знать предыдущие значения 
фазовых координат ,...2,1, =− ix is и их производные ,...2,1, =− ix is  Но в момент запуска 
модели и после точки разрыва при мгновенном переходе в новые локальные состояния 
эти значения невозможно вычислить или определить ни одним из известных методов 
при использовании неявных схем [3]. Кроме того, использование явных численных 
схем не требует дорогостоящих вычислительных процедур поиска и хранения значений 
обращенной матрицы Якоби. Поэтому в библиотеке системы ИСМА для анализа ло-
кальных поведений (не нарушая общности, в (1) будем полагать 0=l ) используются 
явные численные методы типа Рунге–Кутта разного порядка точности: 
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где h – шаг интегрирования; ,11,1,, −≤≤≤≤β ijmip jii  – коэффициенты, определяющие 

свойства точности и устойчивости численных схем (2); miki ≤≤1,  – стадии метода. 

Можно выделить две основные причины, которые приводят к трудностям при 
применении явных методов к жестким задачам. Первая вызвана противоречием между 
точностью и устойчивостью численной схемы на участке установления. Следствием 
этого является раскачивание шага интегрирования, что, как правило, заканчивается 
аварийной остановкой вычислений. Этого можно избежать контролем устойчивости 
численной схемы с помощью неравенства 
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где постоянная d  ограничивает интервал устойчивости (2), а коэффициенты jb'  и 
,1," mjb j ≤≤  выбираются такими, чтобы левая часть неравенства (3) давала оценку мак-

симального собственного числа матрицы Якоби системы (2) степенным методом [4].  

Вторая причина ограниченного применения явных методов связана с тем, что 
области устойчивости известных численных схем слишком малы. В [4] предложен ал-
горитм расчета коэффициентов многочленов устойчивости методов (2), при которых 
они имеют расширенную область устойчивости. В систему ИСМА включен программ-
ный комплекс автоматического построения областей устойчивости с заданным поряд-
ком и количеством стадий методов (2) для определения d . 

Дополнительное улучшение свойств устойчивости достигается за счет согласо-
вания областей устойчивости основной численной формулы (2) и промежуточных 
(внутренних) численных схем ∑ −

=
β+=

1

1,
i

j jijsis kxx . Заметим, что использование методов 

с согласованными областями устойчивости приводит к тому, что ни одна стадия ik  
формулы (2) не вычисляется в точке 1+st . Это может приводить к понижению надежно-
сти расчетов при быстрых изменениях решения, характерных для переходного участка 
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при решении жестких задач. Поэтому для контроля точности вычислений применяются 
два неравенства. Предварительная оценка точности осуществляется проверкой нера-
венства ε≤′∑ =

||||
1 j

m

j j kr , а окончательное решение принимается контролем неравенства 

ε≤′′+′′ +++=∑ ||),(|| 1111 ssmj
m

j j xthfrkr , где |||| ⋅  – некоторая норма в nℜ , ε  – требуемая точ-

ность интегрирования, а постоянные jr′  и jr ′′  выбираются таким образом, чтобы левые 
части данных неравенств давали оценку ошибки схемы (2). Применение двух нера-
венств для контроля точности вычислений позволяет не только повысить надежность 
расчетов, но и увеличить быстродействие алгоритма интегрирования вследствие устра-
нения повторных вычислений правой части.  

Неравенство вида (3) можно использовать для повышения эффективности из-
вестных явных численных методов как за счет контроля устойчивости, так и за счет по-
строения на их основе алгоритмов переменного порядка и шага. В частности, в состав 
библиотеки численных методов системы ИСМА включены известные методы Мерсона 
[5] и Фельберга [6], соответственно четвертого и пятого порядков точности. Для каждо-
го метода на основе тех же самых стадий достроены численные формулы первого и 
второго порядков с расширенными областями устойчивости. С применением данных 
дополнительных численных схем построены алгоритмы интегрирования переменного 
порядка и шага с выбором наиболее эффективного метода на каждом шаге, исходя из 
критерия устойчивости. В результате быстродействие методов Мерсона и Фельберга 
при решении жестких задач увеличилось соответственно в 14 и 20 раз.  

Предложенные явные схемы оказываются эффективными и для динамических 
систем с распределенными параметрами. 

Разнообразие предлагаемых методов и алгоритмов идентификации систем с рас-
пределенными параметрами в значительной степени определяется типом задаваемых 
априори видов уравнений в частных производных или частных разностях, которые мо-
делируют идентифицируемый процесс. Некоторая унификация может быть достигнута, 
если уравнения объектов с распределенными параметрами удается записать в стан-
дартной канонической форме в пространстве состояний [7]: 

);()()()1( twГtuGtXФtX ⋅+⋅+⋅=+  (4) 

0)0( XX = ; (5) 

),1()1()1( +++⋅=+ tvtXHtY  (6) 

где )(tX  – вектор состояния; )(tu  – вектор входных управляющих сигналов; )(tw  – век-
тор белых гауссовских последовательностей шумов динамической системы с нулевым 
математическим ожиданием и ковариационной матрицей Q ; )0(X  – вектор начального 
состояния с математическим ожиданием 0X  и ковариационной матрицей )0(P ; 

ГGФ ,,  – переходные матрицы состояния, управления, шумов динамической системы 
соответственно; )(tv  – вектор белых гауссовских последовательностей шумов измери-
тельной системы с нулевым математическим ожиданием и ковариационной матрицей 
R ; )(ty  – вектор измерений; H  – матрица наблюдения; t  – временной параметр (или 
иной другой). 

В этом случае применение изученных и хорошо зарекомендовавших себя мето-
дов оценки параметров сосредоточенных объектов может оказаться предпочтительным 
и для систем с распределенными параметрами [8]. Более того, при необходимости 
можно улучшить качество оценок параметров с помощью повышения информативно-
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сти выхода измерительной системы. Для этого используют различные рычаги управле-
ния экспериментом [8, 9], в частности, путем планирования (синтеза) входного управ-
ляющего сигнала [9], планирования матрицы наблюдения [10], планирования моментов 
измерений и т. д. [10]. 

Итак, инструментально-ориентированные методы позволяют исследовать слож-
ные динамические и гибридные системы в целом, что в общем случае невозможно вы-
полнить традиционными аналитическими методами. Гибридность обуславливает ис-
пользование явных численных схем, в которых не требуется применения дорогостоя-
щей вычислительной процедуры обращения матрицы Якоби в отличие от неявных ме-
тодов. Вместе с тем ограниченная область устойчивости классических явных методов 
не позволяет использовать их для численного решения жестких поведений ГС. Инте-
грированные в систему ИСМА модифицированные явные методы имеют расширенные 
области устойчивости. Конструктивно доказано, что использование критерия устойчи-
вости вместе с традиционным критерием точности позволяет значительно повысить 
эффективность численного анализа непрерывных поведений ГС с повышенной жестко-
стью. 

Объективный выбор шага интегрирования на решении с учетом точности, 
устойчивости и гибридности также повышает эффективность включенных в систему 
ИСМА оригинальных явных численных методов типа Рунге–Кутта. 
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