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В данной работе рассматривается RQ-система с искажениями
заявок, орбитой восстановления и простейшим потоком входя-
щих заявок. Под «искажением» подразумевается, что заявка мо-
жет прерваться во время обслуживания, а орбита восстановле-
ния предназначена для искаженных заявок. Реализована ими-
тационная модель функционирования системы и получено дву-
мерное распределение вероятностей числа заявок на орбитах
ожидания и восстановления. Ключевые слова: система мас-
сового обслуживания, повторные вызовы, RQ-система , иска-
жение заявок, дискретно-событийное моделирование

Введение

RQ-системы массового обслуживания или системы с повторными
вызовами представляют собой модели, в которых требования, не по-
лучившие обслуживания, уходят на так называемую «орбиту» – вир-
туальное пространство, из которого они предпринимают повторные по-
пытки получить обслуживание через случайные промежутки времени.
Такие системы широко применяются для анализа телекоммуникацион-
ных сетей, управления трафиком и передачей данных, где повторные
обращения — обычное явление. Обзор подходов к изучению RQ-систем
представлен в [1].

RQ-системы с отрицательными заявками расширяют базовую мо-
дель, добавляя заявки, которые не требуют обслуживания, но воздей-
ствуют на систему, например, прерывая или удаляя положительные за-
явки. Концепция отрицательных заявок была предложена Геленбе [2]
и развита в работах X. Chao и др. [4], а также Gelenbe E. и др. [3].
Исследования Artalejo J.R. и Gomez-Corral A. [5] и [6] демонстрируют
применение отрицательных заявок в RQ-системах.

1. Описание модели

В рассматриваемой RQ-системе предполагается, что в систему по-
ступают два независимых простейших потока заявок: «положитель-
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ных» с интенсивностью 𝜆 и «отрицательных» с интенсивностью 𝛾
(рис. 1). Обслуживание производится одним прибором. Время обслужи-
вания одной заявки имеет экспоненциальное распределение с парамет-
ром 𝜇. При поступлении положительной заявки, если прибор свободен,
она приступает к обслуживанию. В противном случае заявка уходит на
орбиту ожидания.
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Рис. 1. RQ-система с искажениями заявок

Поступившая отрицательная заявка, если прибор занят, искажает
обслуживание текущей положительной заявки, текущая заявка преры-
вается и уходит на орбиту восстановления, а отрицательная заявка по-
кидает систему. В случае, когда прибор свободен, отрицательная заявка
не обслуживается и также покидает систему.

Заявки, находящиеся на орбитах ожидания и восстановления, совер-
шают независимые попытки захватить прибор через экспоненциально
распределённые интервалы времени с параметром 𝜎1 и 𝜎2 соответствен-
но. Если при попытке захвата прибор свободен, заявка занимает его и
начинает обслуживание. Заявки из орбиты восстановления после первой
попытки занять прибор переходят на орбиту ожидания. Также заявки,
находящиеся на орбите ожидания и заставшие прибор занятым, оста-
ются на той же орбите и осуществляют следующую экспоненциально
распределённую задержку с параметром 𝜎1.

Цель исследования данной RQ-системы с искажениями заявок и ор-
битой восстановления – нахождение совместного распределения веро-
ятностей числа заявок на орбитах восстановления и ожидания в стаци-
онарном режиме функционирования (𝑡→∞).

Построенную математическую модель можно формализовать с по-
мощью марковских цепей, которая описывает динамику работы систе-
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мы. Построим граф вероятностей переходов, где номера, указанные на
вершинах графа Рис. 2, соответствуют состоянию прибора: 0 – при-
бор свободен, 1 – прибор занят. Столбцы графа отражают количество
заявок на орбите ожидания, а строки — число заявок на орбите восста-
новления.
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Рис. 2. Граф вероятностей перехода

В дальнейшем состояние системы будем обозначать в виде (𝑖, 𝑛, 𝑘), где
𝑖 – количество заявок на орбите ожидания, 𝑛 – количество заявок на
орбите восстановления, 𝑘 – состояние прибора.

2. Имитационное моделирование

Для анализа применяется стохастическое дискретно-событийное мо-
делирование (DES). DES представляет систему как последовательность
мгновенных событий. Время в DES продвигается скачкообразно, пере-
ходя от одного события к следующему.

Реализованный алгоритм 1 основан на продвижении времени к мо-
менту наступления ближайшего события. Для исследуемой системы ос-
новными событиями являются:

– Прибытие положительной заявки.
– Искажение обслуживаемой заявки.
– Завершение обслуживания.
– Захват прибора заявкой с орбиты ожидания/восстановления.
– Переход заявки из орбиты восстановления на орбиту ожидания.
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Время обслуживания, интервалы времени между поступлением по-
ложительных и отрицательных заявок, а также интервалы между по-
пытками захватами прибора заявками из орбит имеют экспоненциаль-
ное распределение. Случайное время 𝑇𝑖 до наступления события вычис-
ляется по формуле:

𝑇𝑖 =
𝑙𝑛(𝑅)

𝛽𝑖
,

где 𝑅 – равномерно распределенная случайная величина на интервале
(0, 1), 𝛽𝑖 – параметр соответствующего события. При этом, если переход
по соответствующему типу события из текущего состояния невозможен,
полагается 𝑇𝑖 = +∞

Алгоритм 1. Дискретно-событийное моделирование СМО

Вход: Максимальное время моделирования 𝑇max и параметры
𝜆, 𝛾, 𝜇, 𝜎1, 𝜎2

Выход: Матрица распределения 𝑃 (𝑖, 𝑛, 𝑘), массивы времени и состоя-
ний системы
Время моделирования: 𝑡← 0
Текущее состояние 𝑆 ← (0, 0, 0)
пока 𝑡 < 𝑇max

Найти наиболее ранее событие 𝑆min с временем:

𝑇min ← min

{︂
𝑙𝑛(𝑅)

𝜆
,
𝑙𝑛(𝑅)

𝛾
,
𝑙𝑛(𝑅)

𝜇
,
𝑙𝑛(𝑅)

𝜎1
,
𝑙𝑛(𝑅)

𝜎2

}︂
Обновить время, проведенное в данном состоянии:

𝑃 [𝑆]← 𝑃 [𝑆] + 𝑇min

Обновить время моделирования: 𝑡← 𝑡+ 𝑇min

Выполнить переход до ближайшего выбранного события:

𝑆 ← 𝑆min

Сохранить статистику о состоянии 𝑆 и времени 𝑡
𝑃 ← 𝑃/𝑡

Как можно заметить, вероятность 𝑃 (𝑖, 𝑛, 𝑘) вычисляется как отношение
времени, проведенного системой в данном состояний (𝑖, 𝑛, 𝑘), к общему
времени моделирования. А одномерные распределения числа заявок на
орбитах определяются, как:
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𝑃 (𝑖) =
∑︁

𝑛,𝑘⩾0

𝑃 (𝑖, 𝑛, 𝑘), 𝑃 (𝑛) =
∑︁
𝑖,𝑘⩾0

𝑃 (𝑖, 𝑛, 𝑘). (1)

Имитационная модель была проведена с использованием следующих
параметров: 𝜆 = 0, 8, 𝛾 = 2, 𝜇 = 1, 𝜎1 = 0, 08, 𝜎2 = 0, 07 при времени
моделирования 𝑇max = 108 ед. . На рис. 3 представлены полученные
результаты работы модели.
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Рис. 3. Распределения числа заявок на орбитах ожидания и восстановления,
полученные методом дискретно-событийного моделирования: (а) двухмерное
распределение, показывающее совместную вероятность числа заявок на ор-
битах; (б) одномерные распределения, иллюстрирующие вероятности числа
заявок на каждой орбите

3. Валидация модели

Для подтверждения достоверности результатов работы имитацион-
ной модели проведена валидация.

Проверка воспроизводимости результатов. Проведена оценка
устойчивости результатов при повторных запусках модели с идентичны-
ми параметрами (табл. 1). В рамках проверки рассчитывалась величина
максимального отклонения:

∆max = max
𝑖,𝑗,𝑘

⃒⃒⃒
𝑃 (1)(𝑖, 𝑛, 𝑘)− 𝑃 (2)(𝑖, 𝑛, 𝑘)

⃒⃒⃒
,

где 𝑃 (1) и 𝑃 (2) — результаты двух независимых запусков модели.
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Таблица 1
Значения максимальных отклонений при повторных запусках.

𝑇max 104 105 106 107

∆max 0.0014 0.00046 0.00012 3.317 · 10−5

Сопоставление с аналитическим решением в частном слу-
чае. При установке значения параметра 𝛾, равного нулю, система пе-
реходит в классическую СМО с повторными вызовами, простейшим
потоком входящих требований, одной орбитой ожидания и известной
аналитической формулой распределения числа заявок на орбите в ста-
ционарном режиме функционирования:

𝐻(𝑢) = (1− 𝜌(𝑒𝑗𝑢 − 1))

(︂
1− 𝜌

1− 𝜌𝑒𝑗𝑢

)︂ 𝜆
𝜎1

+1

, (2)

𝑃 (𝑖) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑒−𝑗𝑢𝑖𝐻(𝑢)𝑑𝑢, (3)

где 𝜌 = 𝜆/𝜇 - пропускная способность системы.
Расстояние Колмогорова между статистическим и теоретическим

распределениями числа заявок на орбите ожидания (табл. 2).

𝐷 = max
𝑖

⃒⃒⃒
𝑃 (𝑖)− 𝑃 (𝑖)|𝛾=0

⃒⃒⃒
.

Таблица 2
Расстояние Колмогорова 𝐷 при различных значениях параметров 𝜆 и 𝜇 при
фиксированных 𝜎1 = 0.08, 𝑇max = 107.

𝜇 𝜆 10 8 5 0,1
15 0,00011 0,00012 0,00018 0,00013
11 0,00009 0,00012 0,00025 0,00011

Заключение

В данной работе рассмотрена математическая модель RQ-системы
с искажениями заявок и орбитой восстановления. На основе построен-
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ной модели реализован алгоритм дискретно-событийного имитационно-
го моделирования, позволяющий проводить численный анализ системы
при различных параметрах. Проведена валидация модели, результаты
которой демонстрируют возможность применения программной реали-
зации для исследования характеристик системы и оптимизации процес-
сов СМО.
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