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УДК 519.872 
 

Численный метод расчета многоканальных систем 
массового обслуживания с потоком Парето 

 
Рыжиков Ю. И., Уланов А. В. 

 
Постановка задачи: анализ структуры потоков информации в сетях передачи данных пока-

зывает, что по своей природе они являются самоподобными. Одним из способов моделирования са-
моподобного трафика является распределение Парето. Предложен метод, позволяющий моделиро-
вать процесс обслуживания потока с распределением Парето. Целью работы является разработка 
более точного по сравнению с имитационным моделированием численного метода расчета многока-
нальных систем массового обслуживания с входящим потоком заявок, интервалы между которыми 
описываются распределением Парето Pa/M/n. Используемые методы: с помощью построения вло-
женной цепи Маркова получены выражения для расчета распределения числа заявок. Через преобра-
зование Лапласа-Стильтьеса получено выражение для распределения времени ожидания. Новиз-
на: представленный метод впервые позволяет получить аналитические выражения для вероят-
ностно-временных характеристик многоканальных систем с входящим потоком, описываемым рас-
пределением Парето. Результат: разработана реализующая вычисления программа на Фортране. 
Приведено сопоставление результатов применения численного метода с результатами имитацион-
ного моделирования. Показано, что предложенный метод позволяет с высокой точностью вычис-
лять вероятностно-временные характеристики многоканальных СМО Pa/M/n. Практическая зна-
чимость: представленный метод (особенно его программная реализация) может быть полезен при 
разработке математических моделей обработки трафика со сложной структурой для обоснования 
требований к пропускной способности каналов связи и характеристикам сетевого оборудования. 

 
Ключевые слова: самоподобный трафик, системы массового обслуживания, численные ме-

тоды, распределение Парето. 
 

Введение  
Современные исследования структуры трафика в телекоммуникационных 

сетях показали, что по своей природе он является самоподобным или фракталь-
ным. Считается, что общих аналитических результатов исследования очередей 
или влияния фрактальности трафика на качество его обслуживания в настоящее 
время не существует [1]. Однако по крайней мере часть задач, интересующих 
практиков, может быть решена с использованием распределения Парето, кото-
рое Б. Мандельброт считал «ближайшим родственником» фракталов. Распреде-
ление Парето, оно же гиперболическое или степенное, имеет функцию распре-
деления 
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где К, α – параметры распределения. 
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Моменты распределения Парето порядка m имеют конечные значения 
только при α > m. В этом случае 

.
m

Kf
m
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α
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Поскольку коммуникационные узлы и серверы информационно-
телекоммуникационных сетей представляют собой многоканальные устройства, 
особую практическую ценность приобретают методы анализа многоканальных 
систем массового обслуживания с фрактальным трафиком. В статье [2] пред-
ложены аналитические зависимости по результатам имитационного моделиро-
вания одноканальных систем Pa/M/1, в работе [3] приведено исследование и 
сопоставление характеристик систем M/Pa/1 и M/М/1 на имитационной модели. 
В статье [4] приводятся аналитические результаты для одноканальных систем 
M/Pa/1 и Pa/М/1.  

Резюмируя вышесказанное, можно сделать вывод о том, что в случае Па-
рето-обслуживания точный расчет возможен только одноканальных систем, 
причем моменты распределения времени пребывания порядка m существуют 
только при α > m. В работе [4] показано, что при имитационном моделировании 
данные моменты стабилизируются крайне медленно.  

Поскольку в телекоммуникационных сетях поступающий на входы узлов 
поток пакетов является самоподобным, а сами узлы являются многоканальны-
ми устройствами обслуживания, особую ценность представляет модель Pa/М/n, 
аналитические методы исследования которой авторам не встречались. При этом 
в ряде исследований установлено, что самоподобный трафик на практике имеет 
параметр Pa-распределения α ϵ (1, 2). Учитывая, что в данном диапазоне рас-
пределение Парето не имеет дисперсии и моментов более высокого порядка, 
аппроксимационные методы, основанные на подборе распределений фазового 
типа (например, гиперэкспоненциального) по моментам исходного, в данном 
случае неприменимы.  

В настоящей статье предложен аналитический метод численного расчета 
вероятностно-временных характеристик многоканальных систем с Парето-
входящим потоком и экспоненциальным обслуживанием Pa/М/n. Результаты 
применения данного метода для расчета среднего времени ожидания доклады-
вались на конференции [5]. Здесь остановимся подробнее на описании расчет-
ной схемы и влиянии параметров распределения Парето на распределение чис-
ла заявок и начальные моменты времени обслуживания. 

 
Распределение числа заявок 

Метод построения вложенной цепи Маркова и последующего расчета си-
стемы общего вида GI/M/n был предложен Л. Такачем [6] в 1962 г. Приведем 
его модификацию с учетом Pa-входящего потока. 

Вложенная цепь Маркова контролирует число заявок в системе на мо-
менты времени, непосредственно предшествующие поступлению очередного 
требования (моменты регенерации). Распределение вероятностей числа заявок в 
такие моменты находится из системы уравнений  



 
Системы управления, связи и безопасности №2. 2021 

 Systems of Control, Communication and Security ISSN 2410-9916 
 

 

 
DOI: 10.24412/2410-9916-2021-2-1-11 

 
 

URL: http://sccs.intelgr.com/archive/2021-02/01-Ryzhikov.pdf 
 

3 

,,2,1,
1

,





kj

jkjk kq ππ  (2) 

где qj,k – вероятности перехода из j-го в k-е состояние. В данном случае они за-
висят не только от разности индексов j – k, но и от значения начального индекса 
j, который определяет количество каналов, производящих обслуживание. По-
скольку моменты регенерации непосредственно предшествуют прибытию оче-
редной заявки, максимальное значение k = j + 1.  

При 1,0  nj  требование, прибывшее в момент регенерации процесса, 
переводит его в состояние j + 1 ≤ n; причем из этого числа требований ровно k 
до следующего момента регенерации должны остаться необслуженными. При 
показательном распределении времени обслуживания с параметром μ распре-
деление времени его окончания не зависит от уже истекшей длительности. Зна-
чит,  
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где A(t) – функция распределения интервалов между заявками входящего потока.  
В случае j ≥ n и k ≥ n в течение всего интервала времени между последо-

вательными прибытиями заявок имеет место простейший поток обслуживаний 
с параметром nµ. Таким образом, здесь 
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Более сложных рассуждений требует случай j ≥ n, k < n – здесь система, 
приняв очередное требование, в процессе обслуживания переходит от режима 
полной занятости к работе с недогрузкой. Для перехода данного вида необхо-
димо последовательное выполнение двух условий: 

1) n каналами обслуживаются j + 1 – n требований, после чего в системе 
исчезает очередь и остается ровно n требований; 

2) за оставшееся до момента регенерации время обслуживаются ровно  
n – k > 0 требований. 

Распределение длительности первой фазы при параметре обслуживания 
nµ есть распределение Эрланга с плотностью 
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При полной длительности интервала между требованиями t вероятность обслу-
живания n – k требований за оставшееся время t – τ  
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Окончательно для этого диапазона 
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Такач показал [5], что уравнения (2) для состояний, соответствующих 
полностью загруженной системе (k ≥ n), могут быть преобразованы к виду 

...,,,1, nnkC nk
k  ωπ  (5) 

где ω – корень уравнения 






0
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из промежутка (0, 1), который существует при nµa > 1, где a – среднее значение 
интервала между заявками входящего потока.  

Заметим, что при k = n из формулы (5) следует равенство C = πn, так что  
...,,1, nnknk

nk  ωππ  
Таким образом, для k ≥ n значения {πk} могут быть вычислены рекур-

рентно через πn, и задача сводится к определению начальных вероятностей {πk} 
при k < n. 

Остановимся подробнее на решении уравнения (6) для A(t) из класса рас-
пределений Парето: 

  .)1(
)1(

1

0

)1(1

0
1

)1(
























ωμ

αα

ωμαα

α

α
ωμ

ωμα

α
α

ω

Kn

u

tntn

dueuKn

dtetKdt
t
Ke

 

Последний интеграл является неполной гамма-функцией 
),,()(),(ˆ zz αγαα   

где z = Knμ(1 – ω), а выражение γ(–α, z) считается с помощью степенного ряда: 
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Перепишем систему (2) для nk ,1 , выделив отдельно вероятности, ко-
торые выражаются через πn и ω: 
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Вторая сумма после подстановки {qj,k} из (4) сводится к 
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Положим 
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С учетом выражений (6) и (8) вторая сумма из формулы (7): 
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Теперь упростим выражение для qj,k из первой суммы в формуле (7). 
На основании (3) и (8) 
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Условие нормировки вероятностей {πj} имеет вид 
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В результате имеем систему линейных алгебраических уравнений для 
нахождения начальных {πj}: 
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Последующие финальные вероятности вложенной цепи Маркова вычис-
ляются по формуле (5). 

Для нахождения стационарного распределения числа заявок применим 
принцип баланса переходов между смежными состояниями вложенной цепи 
Маркова. Немарковские переходы из (k – 1)-го в k -е состояние – по прибытию 
заявок – осуществляются с интенсивностью πk – 1/a, где a – среднее значение ин-
тервала между заявками входящего потока. Переходы в обратном направле-
нии – по обслуживанию – осуществляются с интенсивностью pkμk.  

Исходя из данного принципа, стационарное распределение числа заявок в 
системе вычисляется по формулам 
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Стационарную вероятность p0 застать систему свободной можно опреде-
лить из условия  
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Временные характеристики 

Найдем распределение времени ожидания начала обслуживания. Пребы-
вающая в систему со свободными каналами заявка немедленно принимается на 
обслуживание. Если же она застает в системе k ≥ n заявок, то до ее выборки из 
очереди должны обслужиться k – n + 1 заявок, причем параметр обслуживания 
равен nμ. Тогда преобразование Лапласа-Стильтьеса (ПЛС) плотности искомо-
го распределения 
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Выполняя обратное преобразование для имеющего дополнительный 
множитель 1/s изображения функции распределения, получим 

(1 ) (1 )( ) 1 1
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. 

Заметим, что первый множитель πn(1 – ω) равен вероятности того, что но-
вая заявка застанет систему занятой. Условная функция распределения ненуле-
вого ожидания 

.1)(ˆ )1( tnet ωμ   
Как и следовало ожидать, упомянутое распределение является экспонен-

циальным независимо от вида распределения интервалов между заявками вхо-
дящего потока. 

Начальные моменты безусловного времени ожидания 
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Время пребывания заявки в системе является суммой времени ожидания 
и времени обслуживания. Соответственно, распределение времени пребывания 
можно получить сверткой распределений ожидания обслуживания. Свертку 
удобно выполнить непосредственно в моментах на основе символьного разло-
жения 

,)( k
k bwv   

при котором после раскрытия скобок показатели степени являются порядками 
соответствующих моментов.  

 
Численные результаты 

Представленный метод расчета системы Pa/M/n был программно реали-
зован на языке Фортран 90. 

На рис. 1 представлены результаты расчета распределения числа заявок 
{pj} в системе Pa/M/n при следующих исходных данных: 

 число каналов n = 3; 
 коэффициент загрузки ρ = 0,8; 
 средняя интенсивность входящего потока λ = 1; 
 параметр Парето α = {1,2; 1,5; 1,8; 2,1; 2,5; 3,2; 4,2}.  
Необходимый для расчета параметр распределения Парето K рассчиты-

вался из формулы (1), а интенсивность µ экспоненциального обслуживания – из 
формулы ρ = λ/(nµ).  

Сплошными линиями показаны результаты, полученные с помощью ана-
литического метода, штриховыми – с помощью имитационного моделирования, 
справа указаны значения параметра α. 



 
Системы управления, связи и безопасности №2. 2021 

 Systems of Control, Communication and Security ISSN 2410-9916 
 

 

 
DOI: 10.24412/2410-9916-2021-2-1-11 

 
 

URL: http://sccs.intelgr.com/archive/2021-02/01-Ryzhikov.pdf 
 

8 

10–5

0

10–4

10–3

10–2

10–1

100

10–6

5 10 15 20 25

1,5

1,2

4,2

1,8
2,1

2,5

3,2

Число заявок в системе

В
ер

оя
тн

ос
ть

 
Рис. 1. Распределение числа заявок в системе Pa/M/3 

 
Из представленного графика видно хорошее согласие результатов имита-

ции и численного расчета стационарного распределения числа заявок. До до-
стижения порядка 10–3 они практически не отличаются, что позволяет говорить 
о корректности метода расчета. Дальнейшее увеличение расхождения результа-
тов на «хвостах» распределений можно объяснить малым числом наблюдений 
длинных очередей при имитации.  

Особый интерес случай α = 1,2. Здесь максимальное значение имеет веро-
ятность свободного состояния системы p0, затем начиная с p1 идет уменьшение 
вероятности практически на два порядка и далее крайне медленное ее убыва-
ние. Данный эффект можно объяснить тем, что при таком значении параметра α 
второй начальный момент распределения интервалов между заявками входяще-
го потока не сходится (равен бесконечности) и наиболее сильно проявляется 
«фрактальность» потока. Это приводит к тому, что приходящие в систему заяв-
ки группируются в пачки, причем интервалы между пачками могут принимать 
достаточно большие значения. После обслуживания всех заявок из пачки си-
стема может оставаться свободной на длительное время. 

При тех же исходных данных был проведен расчет трех начальных мо-
ментов времени ожидания {wj}, .3,1j  Результаты численного расчета (Числ.) – 
по формуле (9) и имитационного моделирования (ИМ) приведены в таблице 1.  

Здесь также видно хорошее согласие результатов численного расчета 
и имитационного моделирования. При этом прослеживается тенденция – с уве-
личением параметра α его влияние на время обслуживания ослабевает. 

Рассмотрим влияние числа каналов на среднее время ожидания посред-
ством дробления производительности. Под дроблением производительности 
понимается увеличение числа каналов при сохранении коэффициента загрузки 
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и интенсивности входящего потока. Результаты расчетов для коэффициента за-
грузки ρ = 0,9 представлены в таблице 2. 

 
Таблица 1 – Моменты времени ожидания 

α w1 w2 w3 
Числ. ИМ Числ. ИМ Числ. ИМ 

1,2 444,9 419,4 3975·102 3792·102 5327·105 5499·105 
1,5 8,411 8,047 166,6 147,8 4952 3874 
1,8 3,274 3,211 30,37 29,08 422,7 388,8 
2,1 2,144 2,137 14,77 14,60 152,7 148,1 
2,5 1,607 1,625 9,194 9,350 78,92 80,66 
3,2 1,279 1,277 6,382 6,257 47,77 45,36 
4,2 1,127 1,121 5,231 5,104 36,41 34,30 

 
Таблица 2. Среднее ожидание при дроблении производительности 

   α  
n    1,2 1,5 1,8 2,1 2,5 3,2 

2 13430 41,77 12,29 7,497 5,488 4,370 
3 13430 41,37 11,97 7,215 5,233 4,136 
5 13430 40,70 11,46 6,773 4,840 3,781 
10 13430 39,36 10,51 5,992 4,165 3,183 
30 13430 37,36 9,224 4,987 3,326 2,458 

 
Из представленных результатов следует, что при малых значениях пара-

метра α, когда поток приобретает все более выраженные фрактальные свойства, 
увеличение числа каналов от 2 до 30 практически не влияет на время ожидания.  

 
Заключение 

Представленный метод расчета системы с Парето-входящим потоком 
позволяет получить распределение числа заявок, распределение времени ожи-
дания и времени пребывания в системе.  

Наибольший интерес представляет случай, когда параметры распределе-
ния Парето α ϵ (1, 2). В данном диапазоне наблюдается медленное убывание 
распределения числа заявок в системе, причем чем ближе параметр к единице, 
тем более выражен данный эффект. 

Предложенный метод может помочь при разработке и исследовании ма-
тематических моделей информационно-телекоммуникационных сетей, учиты-
вающих фрактальную природу трафика. 
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Numerical Method for Calculating Multichannel Queuing Systems 

with Pareto Distribution of Incoming Flow 
 

Yu. I. Ryzhikov, A. V. Ulanov 
 
Purpose. Analysis of communication networks traffic shows that it has a self-similar structure. Such 

traffic may be described by using Pareto distribution. A method of modeling queuing systems with such type 
of incoming flow is proposed. The main aim is development more precision numerical method for calcula-
tion queuing systems Pa/M/n in comparison with simulation. Methods. There has been proposed to use em-
bedded Markov chain for evaluation of distribution of number of customers. Laplace–Stieltjes transform dis-
tribution of waiting time is shown. Novelty. Presented method allows for the first time to calculate probabil-
istic characteristics of queue length and waiting time in multichannel queuing systems with Pareto distribu-
tion of incoming flow. Results. Software implementation of presented method was developed. It presents a 
comparison of the results of application of numerical method and simulation modeling. Practical relevance. 
The presented method (especially its software implementation) may be useful in the development of mathe-
matical models for processing traffic with a complex structure to support the requirements for the bandwidth 
of communication channels and the characteristics of network equipment. 
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