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КОНСТРУИРОВАНИЕ И МОДЕЛИРОВАНИЕ РЕКУРРЕНТНЫХ
АЛГОРИТМОВ ОБОБЩЕННОЙ СТОХАСТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ

К.Р. Чернышев (Москва)

В идентификации динамических систем широко используется
параметризованное описание их моделей как прогноза ),(ˆ qty  будущих значений
выходного процесса .[1] (ݐ)ݕ  Здесь q – вектор параметров. Случай, когда ),(ˆ qty

представляет собой линейную функцию параметров, )(),(ˆ tty Tjqq = , где )(tj  – вектор
наблюдений, известен как линейная регрессия, на основе которой, тем не менее, может
описываться и широкий класс нелинейных систем.

Естественным практическим ограничением в задачах идентификации является
неизвестность модели ненаблюдаемых внешних возмущений, в то время как
использование оптимальных алгоритмов обусловливает знание такой модели. При этом
в одних приложениях может требоваться определение модели возмущений, в других
требуется только идентификация параметров системы. В последнем случае применение
оптимальных алгоритмов не представляется необходимым, и достаточно использование
алгоритмов, не требующих знания или определения модели внешних возмущений [2].

При неизвестной структуре внешних возмущений единственным методом
получения состоятельных оценок параметров моделей остается применение метода
инструментальных переменных. При этом по сравнению с традиционным,
расширенный метод инструментальных переменных Стойки и Седерстрема [2, 3]
позволяет получить более общие условия состоятельности оценки, особенно в случае
многомерных систем, и повысить точность оценивания.

Известные подходы к оцениванию линейных по параметром систем [2-15],
включая и методы инструментальных переменных, могут в общем случае выражены
как оптимизационная задача
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где )(tW  – некоторая tt´ -матрица, элементы которой могут зависеть от

наблюдаемых переменных системы, ( )×l  – некоторый скалярный линейный фильтр.
Соответствующий выбор )(tW  и ( )×l  приводит к тому или иному методу

параметрической идентификации, основанному на квадратичном критерии качества, и
характеризуемым спецификой постановки конкретной задачи идентификации.

Традиционные рекуррентные алгоритмы метода инструментальных переменных
строятся аналогично соответствующим алгоритмам метода наименьших квадратов и,
соответственно, наследуют их определенные особенности. Как хорошо известно,
основная идея построения оценок методом наименьших квадратов состоит в
минимизации суммы квадратов расхождения между наблюдаемыми и
предсказываемыми выходами значениями выходной переменной системы. При этом
при построении рекуррентной последовательности оценок надлежащим образом
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должно строиться приближение матрицы Гессе критерия идентификации для
обеспечения существования всех оценок в данной последовательности.

Особую роль здесь играют как степень обусловленности матрицы Гессе
критерия идентификации, так и уровень коррелированности наблюдений. Хорошо
известно, что данные обстоятельства существенно влияют на процесс сходимости
традиционных рекуррентных оценок, и, следовательно, их применение может
приводить к неудовлетворительным результатам.

Обращение матрицы Гессе критерия идентификации исключается при
представлении рекуррентных алгоритмов идентификации на основе стохастической
аппроксимации вида
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с выбором векторнозначного коэффициента усиления )(tγ  из условия

критерия (1).
При идентификации динамических систем с аддитивными помехами, которые в

общем случае не являются белым шумом, и структура которых не предполагается
известной, выбор коэффициента усиления )(tγ  в (2) осуществляется из условия,
основанного на применении расширенного метода инструментальных переменных.
Такой подход позволяет строить сильно состоятельные, то есть сходящиеся с
вероятностью 1, рекуррентные алгоритмы идентификации в условиях большой
общности параметрического описания исследуемых систем, обеспечивая при этом
устойчивость текущих оценок к наблюдаемым данным.

Вообще говоря, необходимость использования матрицы, обратной к матрице
Гессе квадратичного критерия идентификации, не обязательно является препятствием
для сходимости рекуррентных алгоритмов, построенных на его непосредственной
минимизации. При этом в случае плохой обусловленности матрицы Гессе в качестве
существенного фактора, принципиально ухудшающего свойства сходимости
традиционных алгоритмов, следует рассматривать автокоррелированность внешних
возмущений, сказывающуюся на характере выборочных ковариаций, на основе
которых формируются компоненты матрицы Гессе критерия идентификации.

Так, на рис. 1-3 представлены примеры, демонстрирующие сравнение свойств
сходимости алгоритмов, полученных в соответствии с данным подходом (кривые tN2h

- tN7h , при этом цифра в наименовании соответствует использованному значению
)(dim tm γ=  в формуле (2)), и рекуррентного варианта расширенного метода

инструментальных переменных, в дальнейшем – ܸܫݔܧܴ −алгоритм (кривая tRh ). По
оси ординат при этом показывается квадрат эвклидовой нормы текущей ошибки
идентификации.

Как видно, для традиционного рекуррентного представления (ܴܸܫݔܧ-алгоритм)
свойства сходимости могут существенно варьироваться: от хороших результатов
(рис. 1, степень обусловленности матрицы Гессе имеет порядок 210 ) до отсутствия
сходимости вообще (рис. 2 и 3, степень обусловленности матрицы Гессе имеет порядок

710 ).
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Рис. 1. Сравнение свойств сходимости полученных алгоритмов (цифра в наименовании
соответствует использованному значению ݉ в формуле (2)) и рекуррентного варианта

расширенного метода инструментальных переменных. Степень обусловленности
матрицы Гессе имеет порядок 102

Рис. 2. Сравнение свойств сходимости полученных алгоритмов (цифра в наименовании
соответствует использованному значению ݉ в формуле (2)) и рекуррентного варианта

расширенного метода инструментальных переменных. Степень обусловленности
матрицы Гессе имеет порядок 107
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Рис. 3. Сравнение свойств сходимости полученных алгоритмов (цифра в наименовании
соответствует использованному значению ݉ в формуле (2)) и рекуррентного варианта

расширенного метода инструментальных переменных.Степень обусловленности
матрицы Гессе имеет порядок 107

Детализацией рисунков 2 и 3 являются рисунки 4 и 5 соответственно.

Рис. 4. Детализация рисунка 2: сравнение свойств сходимости полученных алгоритмов
(цифра в наименовании соответствует использованному значению ݉ в формуле (2)) и

рекуррентного варианта расширенного метода инструментальных переменных
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Рис. 5. Детализация рисунка 3: сравнение свойств сходимости полученных алгоритмов
(цифра в наименовании соответствует использованному значению ݉ в формуле (2)) и

рекуррентного варианта расширенного метода инструментальных переменных

С теоретической точки зрения, чем больше значение ݉,  тем больше поведение
алгоритма (2) должно «напоминать» поведение ܸܫݔܧܴ −алгоритма, причем при

qdim=m  должно наступать совпадение. Такой характер поведения рассматриваемых
алгоритмов наглядно подтверждается представленными рисунками. При этом если в
случае, представленном на рис. 1, скорость сходимости возрастает с ростом ݉,  то в
«плохих» случаях (рис. 2 и 3) рост ݉ ведет к потере сходимости алгоритмов.

Для системы, результаты идентификации которой отражены на рис. 1,
наивысшую скорость сходимости имеет рекуррентный алгоритм расширенного метода
инструментальных переменных. К нему последовательно приближаются алгоритмы (2)
по мере увеличения ݉ от 2 до 7. В случаях, представленных на рис. 2 и 3, отчасти (и с
«обратным знаком») сохраняется рассмотренное соответствие значений ݉ и качества
сходимости: с увеличением ݉ (от 4  до 7)  нарушение сходимости алгоритмов (2)
становится все сильнее, и их поведение все более приближается к поведению -ܧܴ
алгоритма. В то же время для относительно небольших значений ݉ (2 и 3) алгоритм (2)
демонстрирует хорошие свойства сходимости, причем скорость сходимости при 3=m
оказывается наилучшей.

В рассматриваемых случаях это значение ݉ соответствует наибольшему целому
числу из интервала ( )[ ]21dim,2 -q , что может служить рекомендацией по выбору
конкретного вида алгоритма класса (2) при их практическом использовании для
решения задач идентификации.
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