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ПРИКЛАДНОЙ ВЕРОЯТНОСТНЫЙ АНАЛИЗ
И ИМИТАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Модель системы обслуживания-запасания
с разнотипными заявками

И.А. Алиев

Бакинский государственный университет, Баку, Азербайджан

Последние годы интенсивно исследуются системы обслуживания-
запасания (Queuing-Inventory Systems, QIS) [1]. Подробный обзор работ,
посвященных различным аспектам изучению таких систем, можно най-
ти в работе [2]. В подавляющем большинстве известных работ считают,
что заявки являются идентичными по всем показателям. Однако на
практике поставщики товаров различают своих клиентов, и потому для
поощрения выгодных клиентов используются различные схемы при-
оритетов. Подобные модели QIS с разнотипными заявками в доступной
литературе мало изучены. Так, в работах [3−6] представлены модели
QIS с мгновенным обслуживанием и двумя типами заявок при исполь-
зовании (S−1,S)-политики пополнения запасов; подобные модели при
использовании (s,S)-политики изучены в работах [7, 8]. В работе [9]
изучена модель QIS с двумя типами заявок и (s,S)-политикой, в которой
заявки низкого приоритета уходят в орбиту бесконечного размера, если
в моменты их поступления уровень запасов системы меньше, чем s; за-
явки высокого приоритета принимаются, если уровень запасов системы
больше нуля. Дальнейшую библиографию в этом направлении можно
найти в списках литературы указанных работ. В работе [10] изучена
модель QIS с разнотипными заявками и положительным временем об-
служивания. В системе используется рандомизированная политика по-
полнения запасов, и задача нахождения оптимальных размеров заказов
сформулирована как задача марковского программирования. Критерием
задачи является минимизация суммарных убытков, связанных с ожида-
нием заявок в очереди, их потери, доставкой и хранением запасов.
Предложены точный и приближенный методы решения поставленной
задачи.
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Анализ доступных работ показал, что в них дифференциация заявок
осуществляется либо с помощью введения критического уровня запасов
[3−9] либо по их размеру [10]. В данной работе в отличие от них пред-
лагается другая схема дифференциация: заявки высокого приоритета
принимаются при наличии хотя бы одного свободного места в буфере, а
заявки низкого приоритета принимаются лишь тогда, когда общая дли-
на очереди заявок меньше заданного порогового значения. Разработан
метод расчета характеристик этой системы при использовании предло-
женной схемы дифференциации заявок.

Склад системы имеет ограниченный размер S, S < ∞, и эта система
обслуживает пуассоновские потоки заявок двух типов: обычные и при-
оритетные. Интенсивность обычных заявок (поток заявок первого типа)
равна 1λ , а интенсивность приоритетных заявок (поток заявок второго
типа) – 2λ . После обслуживания заявки любого типа она с вероятно-
стью 1σ >0 не получает запас и с дополнительной вероятностью

2σ = 1 − 1σ  получает запас. Если заявка любого типа получает запас, то
уровень запасов системы уменьшается на единицу, т.е. заявки являются
идентичными по размеру.

Время обслуживания заявок обоих типов зависит от того, получила
ли она запас или нет; в обоих случаях эта величина имеет показатель-
ную функцию распределения (ф.р.), при этом если заявка не получила
запас, то среднее значение времени обслуживания равно 1

1
−μ , в против-

ном случае оно равно 1
2
−μ . В реальных системах имеет место соотноше-

ние 1μ ≠ 2μ , так как в случае приобретения запаса выполняются опреде-
ленные процедуры по его оформлению.

Здесь рассматривается модель QIS с конечной общей очередью раз-
нотипных заявок. Это означает, что заявки обоих типов ожидают в оче-
реди максимальной длины N, N < ∞. Предполагается, что если в момент
поступления заявки уровень запасов положительный, то заявка первого
типа принимается лишь тогда, когда в момент ее поступления суммар-
ная длина очереди меньше, чем заданное пороговое значение r,
1 ≤ r ≤ N−1; заявки второго типа теряются лишь тогда, когда очередь
полностью заполнена.

Если в момент поступления заявки любого типа уровень запасов ра-
вен нулю, то она с вероятностью 1ϕ  присоединяется к очереди, а с до-
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полнительной вероятностью 2ϕ =1− 1ϕ  она уходит из системы не об-
служенной. Заявки обоих типов являются нетерпеливыми, если во вре-
мя их ожидания в очереди уровень запасов системы опускается до ну-
левого значения, т.е. если при наличии очереди уровень запасов систе-
мы опускается до нулевого значения, то заявка каждого типа уходит из
системы после случайного времени, которое имеет показательную ф.р.
с параметром τ > 0.

В системе используется известная (s, S)-политика, т.е. заказ для по-
ставки запасов делается тогда, когда их уровень опускается до величи-
ны s, s < S/2, при этом объем заказа равен S – s.

Считается, что заказы выполняются с некоторыми случайными за-
держками, которые имеют показательную ф.р. с параметром ν >0.

Задача заключается в нахождении совместного распределения уров-
ня запасов системы и числа заявок в системе, и нахождении усреднен-
ных характеристик системы: среднего уровня запасов ( avS ); средней
интенсивности заказов (RR); вероятности потери заявок каждого типа
(PB1, PB2).

Работа системы с конечной очередью описывается двумерной цепью
Маркова с состояниями вида (m,n), где m – уровень запасов системы,
n – общее число заявок в системе. Пространство состояний (ПС) опре-
деляется так:

 E = {(m,n):m = 0, S ; n= 0, N }. (1)
Переход от состояния (m,n) в состояние (m', n') обозначается через

(m,n) → (m',n'), а его интенсивность обозначается через q((m,n),( m',n')).
Совокупность этих величин составляет производящую матрицу данной
цепи. Рассмотрим задачу ее построения.

Анализируя механизм принятия заявок, схему их обслуживания и
поведения в очереди при отсутствии запасов, заключаем, что искомые
переходы и интенсивности определяются так:

• интенсивность перехода (m,n) → (m,n+1) при выполнении условий
m > 0, n < r равна λ , гдеλ = 1λ + 2λ ;

• интенсивность перехода (m,n) → (m, n+1) при выполнении условий
m > 0, n ≥ r равна 2λ ;

• интенсивность перехода (0,n) →  (0,n+1) равна 1λϕ ;
• интенсивность перехода (m,n) → (m, n−1) при выполнении условий

m > 0, n > 0 равна 1 1μ σ ;
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• интенсивность перехода (0,n) → (0, n−1) при выполнении условия
n > 0, равна 2 2μ σ ;

• интенсивность перехода (0,n) → (0, n−1) при выполнении условия
n > 0, равна n τ ;

• интенсивность перехода (m,n) → (m+S−s, n) при выполнении усло-
вия m ≤ s, равна ν .

Все состояния изучаемой конечномерной цепи сообщаются друг с
другом, т.е. в ней существует стационарный режим. Стационарная ве-
роятность состояния (m,n)∈E обозначается через p(m,n). Эти вероятно-
сти удовлетворяют следующую систему уравнений равновесия (СУР):

p(m,n)
( , )

(( , )
mnm n E

q m n
+′ ′ ∈

∑ ,(m',n')) =
' '( , ) mnm n E

q
−∈

∑ ((m',n'),(m,n))p(m',n'). (2)

Здесь используются следующие обозначения: q((m,n),(m',n')) – ин-
тенсивность перехода (m,n) → (m',n'); mnE+  – множество тех состояний

из (1), в которых можно попасть из состояния (m,n) за один шаг; mnE−  –
множество тех состояний из (1), из которых можно попасть в состояния
(m,n) за один шаг.

Исходя из вышеизложенных фактов об определение интенсивностей
переходов между состояниями из ПС (1), заключаем, что СУР (2) в яв-
ном виде записывается так:

Случай s < m ≤  S:
( Iλ (n<r)+ 2Iλ (n ≥ r) + ( 1 1μ σ + 2 2μ σ )I(n>0))p(m,n) =

= λ p(m,n−1)I(n ≤ r)+ 2λ p(m,n−1)I(n>r) + (3)

+ 1 1μ σ p(m,n+1)+ 2 2μ σ  p(m+1,n+1)+ ν p(m-S+s,n) .

Случай 0 :m s< ≤

( Iλ (n<r)+ 2Iλ (n ≥ r)+( 1 1μ σ  + 2 2μ σ )I(n>0)+ ν ) p(m,n) =

= λ p(m,n-1)I(n ≤ r)+ 2λ p(m,n-1)I(n>r) + (4)

+ 1 1μ σ p(m,n+1) + 2 2μ σ  p(m+1,n+1).

Случай 0 :m =

( 1λϕ +n τ + ν )p(0, n) = 1λϕ  p(0,n–1)I(n>0)+ 2 2μ σ  p(1,n+1). (5)
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Здесь I(A) обозначает индикаторную функцию события A. К этой
СУР (3) – (5) добавляется еще и условие нормировки

( , )m n E
p

∈
∑ (m,n)=1. (6)

Усредненные характеристики системы определяются с помощью ве-
роятностей состояний. Действительно, средний уровень запасов систе-
мы определяется как математическое ожидание соответствующей слу-
чайной величины, т.е. имеем

aS ν =
1

S

m
m

=
∑

0

N

n
p

=
∑ (m,n). (7)

Заказы на поставку пополнения запасов осуществляются тогда, ко-
гда уровень запасов системы опускается от значения s+1 к значению s,
т.е. средняя интенсивность заказов определяется следующим образом:

RR= 2 2
1

N

n
p

=

μ σ ∑ (s+1,n). (8)

Заявки первого типа теряются в следующих случаях: 1) в момент по-
ступления заявки уровень запасов системы больше нуля, но общее чис-
ло заявок в системе превышает пороговое значение r ; 2) заявка теряет-
ся из очереди из-за нетерпеливости. Отсюда находим, что вероятность
потери заявок первого типа определяется так:

 1PB = 
1

( , )
S N

m n r
p m n

= =
∑∑ + θ

1
(0, )

N

n
p n

=
∑

1

n
n

τ
λϕ + τ

. (9)

Заявки второго типа теряются в следующих случаях: 1) если в мо-
мент поступления заявки общее число заявок в системе равно N; 2) за-
явка теряется из очереди из-за нетерпеливости. Следовательно, вероят-
ность потери заявок второго типа определяется так:

2PB  =
0

( , )
S

m
p m N

=
∑ + 2θ

1
(0, )

N

n
p n

=
∑

1

n
n

τ
λϕ + τ

. (10)

В формулах (9), (10) параметры ( )1 1 1 2θ = η η + η  и 2 11θ = − θ  оце-
нивают вероятность того, что в состояниях типа ( ), , 0,m n n >  случайно
выбранная заявка является заявкой первого и второго типа соответст-
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венно, где 1η  и 2η  обозначают интенсивность принятых в систему зая-
вок первого и второго типа соответственно. В частности, величины 1θ  и

2θ  оценивают вероятность того, что покидающая очередь из-за нетер-
пеливости заявка является заявкой первого и второго типа соответст-
венно. Очевидно, что интенсивность заявок второго типа равна 2 2η = λ ,
а поскольку имеется ограничение для заявок первого типа, то величина

1η  вычисляется следующим образом:

1η =
1

r

k
k

=
∑ 1

!

k

k
λ

1e−λ +r 1

1 !

k

k r k= +

∞ λ∑ 1e−λ = 1e−λ 1

1 ( 1)!

kr

k k=

λ
−∑ +r 1 1

0
1

!

kr

k
e

k
−λ

=

⎛ ⎞λ
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ .

Построенная СУР (3) – (6) имеет размерность ( )( )1 1S N+ + . Для
моделей умеренной размерности вычисления вероятностей состояний
из СУР (3) – (6) можно осуществить с помощью известных численных
методов линейной алгебры. После нахождения вероятностей состояний
из (7) – (10) определяются искомые характеристики системы.

Для моделей большой размерности можно использовать методы
спектрального расширения [11], а также метод фазового укрупнения
[12]. Разработка соответствующих алгоритмов требует выполнения
специальных исследований, и они являются предметами наших даль-
нейших работ.
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