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1. ВВЕДЕНИЕ 

 
Л е к ц и я  1  

МОДЕЛИРОВАНИЕ  КАК  МЕТОД 
НАУЧНОГО  ПОЗНАНИЯ 

В настоящее время, с развитием многочисленных научных направ-
лений в различных областях знаний, все более актуальной и важной ста-
новится проблема разработки методов исследования, которые позволяют 
наиболее эффективно и быстро решать задачи, возникающие в той или 
иной научной сфере. Одним из наиболее распространенных методов изу-
чения процессов и явлений в современной науке является метод модели-
рования. 

Моделированием называется замещение одного объекта (оригинала) 
другим (моделью) и фиксация или изучение свойств оригинала путем ис-
следования свойств модели. 

Благодаря интенсивному развитию вычислительной техники и ки-
бернетики моделирование приобретает общенаучный характер и приме-
няется в исследованиях живой и неживой природы, в науках о человеке и 
обществе. Моделирование используется в тех случаях, когда исследова-
ние самого объекта-оригинала невозможно или невыгодно по каким-
либо причинам (высокая стоимость создания оригинала, его сложное 
строение, малые пространственно-временные размеры и т. д.). В процес-
се моделирования объектом-оригиналом может служить любая реальная 
или воображаемая система. Каждый моделируемый объект имеет ряд со-
ставляющих его элементов и связей между ними, а следовательно, обла-
дает структурой. Состояние объекта определяется в любой момент вре-
мени пространственным расположением его элементов, которое с тече-
нием времени меняется в результате взаимодействия частей объекта как 
между собой, так и с окружающей средой. Структурность оригинала и 
его поведение могут быть отражены с помощью множества параметров 
рассматриваемой системы, а также ряда ее характеристик, зависящих от 
параметров, причем каждая характеристика определяется некоторым их 
подмножеством. Модель в свою очередь также обладает рядом характе-
ристик и параметров, часть из которых совпадает с параметрами объекта-
оригинала. 

При построении модели необходимо учитывать, что она правомерно 
может заменить рассматриваемый объект лишь в случае, если соответст-
вующие исследуемые характеристики модели и исходного объекта опре-



4 

деляются однотипными подмножествами параметров и связаны с этими 
параметрами одинаковыми зависимостями. С другой стороны, модели-
рование будет целесообразным только тогда, когда модель не обладает 
теми признаками объекта-оригинала, которые препятствуют его эффек-
тивному исследованию, в то время как другие параметры модели могут 
способствовать фиксации и изучению исследуемых свойств. 

Классификация моделей. В силу многообразия критериев, по ко-
торым все модели можно разбить на классы или группы, задача построе-
ния единой классификации моделей не имеет однозначного решения. 
Группирование моделей может проводиться по характеру моделей, по 
характеру моделируемых объектов, по сферам приложения и его уров-
ням. Таким образом, любая классификация моделей, а следовательно, и 
методов моделирования не может претендовать на полноту и единствен-
ность. 

Далее будет рассмотрена одна из наиболее распространенных клас-
сификаций моделей, в основу которой положена степень абстрагирова-
ния модели от оригинала. Согласно выбранному критерию все множест-
во моделей, прежде всего, может быть разбито на два класса: физические 
(материальные) и математические (абстрактные). 

Физическая модель представляет собой некоторую систему, которая 
эквивалентна или подобна оригиналу, или имеет сходный с ним процесс 
функционирования. Различают физические модели следующих видов: 

1. Натурные модели обычно представляют собой реальные изучае-
мые системы, примерами которых могут служить макеты и опытные об-
разцы. Такие модели полностью или практически адекватны объекту-
оригиналу и обеспечивают достаточно высокую точность и достовер-
ность результатов моделирования. В то же время создание и эффектив-
ное исследование таких моделей возможно лишь для сравнительно узко-
го класса систем ввиду дороговизны данного подхода и возможности 
присутствия у реальной системы свойств, затрудняющих анализ требуе-
мых характеристик. 

2. Квазинатурные модели – это модели, которые могут быть пред-
ставлены в виде совокупности натурных и математических моделей. Не-
обходимость их использования обусловлена наличием ситуаций, когда 
для одной из частей рассматриваемой системы математическая модель 
не приемлема (модель человека-оператора), либо когда часть модели-
руемой системы еще не существует на практике, или ее натурное моде-
лирование затруднительно. Такие модели часто используются при разра-
ботке новых систем, а также при создании и тестировании их программ-
ного обеспечения. 
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3. Масштабные модели – системы аналогичной оригиналу физиче-
ской природы, но отличающиеся по масштабам. В качестве методологи-
ческой основы масштабного моделирования используется теория подо-
бия, которая используется для построения соотношений между парамет-
рами и характеристиками модели и объекта-оригинала. Примером ис-
пользования масштабной модели может служить процесс продувки мо-
делей самолетов в аэродинамических трубах. 

4. Аналоговыми моделями являются системы, функционирование ко-
торых аналогично исходному объекту, а физическое строение может в 
той или иной степени отличаться. Такие модели требуют наличия мате-
матического описания исследуемой системы, так как для их использова-
ния необходима тождественность безразмерных математических ото-
бражений исследуемых процессов для моделируемого объекта и его мо-
дели. Наиболее широко известны аналоговые модели, где напряжение 
или сила тока заменяют некоторый механический процесс. 

Моделирование с участием описанных выше видов моделей, в ходе 
которого модель воспроизводит основные геометрические, физические, 
динамические и функциональные характеристики оригинала, называется 
предметным моделированием. Если модель и моделируемый объект 
имеют одну и ту же физическую природу, то говорят о физическом моде-
лировании. 

Преимущество физического моделирования перед натурным экспе-
риментом заключается в том, что условия создания и исследования мо-
дели могут значительно отличаться от аналогичных условий, свойствен-
ных оригиналу, и выбираются, исходя из удобства и простоты предпола-
гаемого исследования. Поскольку при моделировании нет необходимо-
сти сохранять размеры систем-оригиналов, и в точности соблюдать все 
условия их функционирования, имеется возможность получить сущест-
венный выигрыш во времени и стоимости исследования. Однако условия 
моделирования выбираются не абсолютно произвольно. Между оригина-
лом и моделью должны быть сохранены некоторые соотношения подо-
бия, вытекающие из закономерностей физической природы явлений и 
гарантирующие возможность использования сведений, полученных пу-
тем моделирования, для оценки свойств оригинала. 

Математическая модель представляет собой формализованное 
описание системы с помощью абстрактного языка, в частности с помо-
щью математических соотношений, отражающих процесс функциониро-
вания системы. 

Базовым аппаратом, на котором основано математическое модели-
рование, является по существу вся математика. Здесь применяется диф-
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ференциальное, интегральное, алгебраическое исчисление, теории мно-
жеств, различные математические алгоритмы и т. д. Стоит отметить, что 
зачастую одни и те же математические модели могут использоваться для 
изучения реальных систем различной природы, поскольку математиче-
ское описание исходных систем имеет одну и ту же форму. Дальнейшее 
разделение математических моделей на классы, так же как и для моделей 
в целом, зависит от выбора критерия классификации. 

Так, например, в соответствии с характером соотношений, кото-
рые определяют зависимости между характеристиками и параметрами 
математических моделей, вся их совокупность может быть разделена на 
два основных типа: 

а) детерминированные модели – модели, для которых в любой за-
данный момент времени устанавливается однозначное соответствие ме-
жду параметрами и характеристиками рассматриваемой системы; 

б) вероятностные (стохастические) модели – модели, для которых 
в любой заданный момент времени могут быть зафиксированы лишь 
распределения вероятностей для характеристик системы. 

По принципу построения и характеру функционирования выделяют 
следующие типы моделей: 

а) аналитические модели – модели, при построении которых объект-
оригинал описывается в виде совокупности математических конструкций 
(чаще всего различных уравнений и их систем), которые были получены 
на основе представлений о функционировании моделируемой системы. В 
результате при использовании такой модели процесс функционирования 
исходной системы, как правило, в явном виде не воспроизводится; 

б) имитационные модели – модели, при построении и использова-
нии которых моделирующий алгоритм с той или иной степенью точно-
сти воспроизводит функционирование исходной системы. При этом за-
частую осуществляется имитация элементарных явлений, протекающих 
в системе, без нарушения взаимосвязи между ними и их логической 
структуры.  

Имитационные модели могут быть созданы и успешно использо-
ваться для более широкого класса систем, чем аналитические, так как 
они позволяют легко выделить необходимые исследователю характери-
стики системы и тем самым избежать процессов, затрудняющих изуче-
ние исходного объекта. 

Для изучения любой реальной системы с применением математиче-
ского моделирования требуется в первую очередь построить ее матема-
тическое описание, которое и будет являться математической моделью. 
При построении математических моделей, независимо от их принадлеж-
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ности к тому или иному классу в соответствии с выбранным принципом 
классификации, используют единый набор правил. Общие правила по-
строения математических моделей могут быть представлены в виде ряда 
этапов, которые будут рассмотрены ниже. 

Этапы построения математической модели. Процесс создания 
математической модели состоит из нескольких этапов, начиная с изуче-
ния моделируемой системы и условий ее функционирования и заканчи-
вая проверкой (тестированием) полученной модели. 

Первый этап состоит в построении содержательного описания ис-
следуемой системы, которое в дальнейшем будет являться исходным ма-
териалом для последующих этапов построения математической модели. 
Содержательное описание в словесном выражении концентрирует сведе-
ния о физической природе и количественных характеристиках элемен-
тарных явлений, протекающих в исследуемой системе, о степени и ха-
рактере взаимодействия между ними, о месте и значении каждого эле-
ментарного явления в общем процессе функционирования рассматри-
ваемой реальной системы. Также формируется представление о структу-
ре системы, свойствах ее элементов и причинно-следственных связях, 
присущих исследуемой системе и существенных для достижения цели 
моделирования. Содержательное описание исследуемой системы состав-
ляется, как правило, специалистами соответствующей научной или тех-
нической области, практически без участия математиков. Поэтому оно 
может и не иметь строгой математической формулировки. 

Важным моментом при построении содержательного описания яв-
ляется четкое изложение идеи предполагаемого исследования и форму-
лировка цели моделирования. Здесь необходимо отметить, что в общем 
случае возможно построение множества различных моделей для одной и 
той же реальной исследуемой системы, которые могут различаться по 
степени детализации, могут быть ориентированы на выделение опреде-
ленных функций и характеристик, являющихся наиболее важными для 
исследователя. Поэтому формулировка цели моделирования важна уже с 
точки зрения выбора наиболее подходящей модели. Правильное опреде-
ление целей моделирования способствует повышению в дальнейшем эф-
фективности созданной модели. 

После построения содержательного описания исследуемой системы 
выполняется создание формализованной схемы. Формализованная схема 
является промежуточным звеном между содержательным описанием и 
математической моделью. 

Для построения формализованной схемы необходимо выбрать оп-
тимальную систему параметров, определяющих поведение исследуемой 
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системы, определить характеристики, по которым можно будет оцени-
вать характер поведения системы, а также определить все зависимости 
между выделенными характеристиками и параметрами. На этапе по-
строения формализованной схемы должна быть дана точная математиче-
ская формулировка задачи исследования с указанием перечня искомых 
величин и оцениваемых зависимостей. 

При построении формализованной схемы, как правило, выполняется 
ряд последовательных шагов, позволяющих создать основу будущей ма-
тематической модели.  

Первым шагом является выполнение детализации модели, т. е. вы-
деление отдельных подсистем. Количество выделяемых подсистем опре-
деляется установленным оптимальным количеством варьируемых пара-
метров, а также целями моделирования (например, если цель моделиро-
вания состоит в изучении поведения и характеристик некоторых элемен-
тов исходной системы, то целесообразно каждый такой элемент предста-
вить в виде отдельной подсистемы). Уровень детализации, т. е. глубина 
разбиения на составляющие, для различных частей системы может быть 
различной. 

Следующим шагом на данном этапе является локализация модели. 
Она осуществляется путем представления всех источников внешних воз-
действий на систему, если таковые существуют, в виде специальных 
элементов – генераторов внешних воздействий, которые также включа-
ются в создаваемую модель.  

Завершающим шагом является структуризация и выделение процес-
сов или состояний. Процесс структуризации включает в себя указание 
количества и характера связей между элементами в системе. В достаточ-
но сложных системах, которые содержат многофункциональные элемен-
ты, часто обладающие множеством входных и выходных связей, выде-
ляют специальные управляющие элементы, которые направляют процес-
сы передачи данных между элементами системы, определяют алгоритмы 
функционирования самих элементов и т. д. Если рассмотренные ранее 
действия определяли статику моделируемой системы, то выделение про-
цессов определяет динамику ее функционирования. Если исследуемая 
система является системой со структурным принципом управления, рас-
сматривают не процессы, протекающие в системе, а состояния, в кото-
рых могут оказаться элементы системы в течение времени моделирова-
ния. При таком подходе каждому элементу системы ставится в соответ-
ствие один или несколько параметров, изменение значений которых бу-
дет определять состояние этого элемента в процессе функционирования 
системы. 
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Отдельной, не менее важной, задачей при построении формализо-
ванной схемы является систематизация и уточнение совокупности всех 
исходных данных, значений известных параметров исследуемой системы 
и начальных условий. О важности данной задачи говорит уже то, что 
достоверность результатов моделирования во многом зависит от точно-
сти и полноты исходных данных. В некоторых случаях задача определе-
ния начальных значений параметров может быть осложнена по следую-
щим причинам: 

а) значения параметров могут часто быть не только детерминиро-
ванными, но и носить случайный характер; 

б) не все параметры моделируемой системы могут быть стационар-
ными; 

в) часто конструируются модели систем, еще не существующих на 
практике, а следовательно, значения их параметров неизвестны. 

Указанные выше случаи требуют поиска путей преодоления возни-
кающих трудностей. Наиболее эффективным способом, позволяющим 
решить проблему представления случайных величин, является задание 
их с помощью законов распределения. Это будет способствовать в даль-
нейшем как созданию аналитической модели рассматриваемой системы, 
так и проведению имитационного моделирования ввиду наличия разра-
ботанных методов моделирования случайных величин с заданными рас-
пределениями. Особую важность использование законов распределения 
для случайных параметров приобретает в случае, если такой параметр 
зависит от времени, поскольку при необходимости рассмотрения пове-
дения системы на определенном временном отрезке, задание совокупно-
сти значений этого параметра, например с помощью таблиц, затрудни-
тельно. В случае если для некоторых параметров нет вообще никаких 
данных о возможных значениях, экспертами в данной области, в соот-
ветствии с их личным опытом, осуществляется выдвижение гипотез об 
этих значениях. В этом случае корректность и точность исходных дан-
ных полностью зависит от квалификации специалистов. 

Кроме определения начальных значений параметров системы также 
устанавливаются границы изменения для непрерывных и области при-
нимаемых значений для дискретных параметров. 

При отсутствии явной зависимости между входными и выходными 
параметрами и наличии лишь совокупности их значений возникает про-
блема аппроксимации этой зависимости определенным математическим 
выражением, для чего могут применяться различные методы интерполя-
ции. После того как для набора входных и выходных параметров в соот-
ветствии с их значениями была определена некоторая приближенная за-
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висимость, устанавливающая связь между ними, далее она проверяется и 
при необходимости уточняется. 

Чаще всего содержательное описание включает сведения, достаточ-
ные для построения форматизированной схемы. Если этих сведений не-
достаточно, то требуются дополнительные эксперименты или наблюде-
ния, уточняющие представления об исследуемой системе. Следует под-
черкнуть, что формализованная схема полностью подводит итог изуче-
нию и экспериментальному обследованию системы. Все сведения об ис-
следуемой системе, полученные из эксперимента и технической доку-
ментации, должны быть использованы на этапе построения формализо-
ванной схемы. 

Следующим этапом при построении математической модели явля-
ется преобразование формализованной схемы в математическую модель, 
которое выполняется при помощи математических методов. Важно отме-
тить, что при выполнении данного преобразования опираются только на 
сведения, полученные после разработки формализованной схемы. В про-
цессе создания непосредственно математической модели записывают в 
аналитической форме все соотношения, которые еще не были записаны, 
выражают логические условия в виде системы неравенств и по возмож-
ности придают аналитическую форму всем другим сведениям, содержа-
щимся в формализованной схеме. В результате получают математиче-
скую модель системы, которая представляет собой совокупность соот-
ношений, связывающих выходные характеристики и характеристики со-
стояния системы с параметрами системы, входными сигналами и харак-
теристиками состояний в предыдущие моменты времени. 

При построении математической модели всегда стремятся к пред-
ставлению информации, содержащейся в формализованной схеме, в виде 
аналитических зависимостей. Это значительно упрощает последующее 
использование построенной модели как с точки зрения полноты полу-
чаемых результатов, так, нередко, и с точки зрения требуемых вычисли-
тельных затрат. В случае невозможности построения аналитической мо-
дели изучаемой системы в целом (например, из-за сложности изучаемой 
системы), оно осуществляется в определенной степени для ее отдельных 
элементов с последующим применением, например, имитационного под-
хода. 

Последним этапом при создании математической модели является 
проверка ее адекватности исследуемой системе и оценка эффективно-
сти построенной модели. В процессе создания модели адекватность мо-
жет быть искажена по причине чрезмерного ее упрощения при проведе-
нии детализации и локализации в результате пренебрежения какими-
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либо внешними факторами, оказывающими существенное влияние на 
работу системы, или игнорирования влияния некоторых важных пара-
метров, либо неправильной аппроксимации закона их поведения. Для 
оценки адекватности созданной модели существует ряд критериев, ис-
пользование которых зависит, прежде всего, от специфики самой систе-
мы. При обнаружении неадекватности созданной модели проводят ее 
корректировку, внося в построенную модель на определенном этапе из-
менения. 

Оценка эффективности построенной модели производится метода-
ми, которые могут использовать как один, так и несколько критериев. В 
качестве критериев оценки эффективности модели обычно используются 
такие, как стоимость, надежность модели, ее производительность и др. 
При оценке эффективности важно учитывать внешние воздействия на 
систему, при их наличии, так как они могут оказать существенное влия-
ние на вышеуказанные критерии. 

Использование построенной математической модели в процессе мо-
делирования зависит в первую очередь от характера самой модели, а 
также математических соотношений, которые ее составляют. В зависи-
мости от того как может использоваться построенная модель выделяют 
различные виды моделирования. 

Виды моделирования. Выделяют три основных вида моделирова-
ния: аналитическое, численное и имитационное. 

Аналитическое моделирование. При разработке математической мо-
дели в процессе ее построения на основе формализованной схемы обыч-
но стремятся, насколько это возможно, представить содержимое модели 
в виде аналитических зависимостей. В идеальной ситуации стремятся 
построить математическую модель в виде такой системы соотношений 
между характеристиками, параметрами системы и внешними воздейст-
виями, которая допускает выполнение аналитического моделирования, 
под результатами которого понимают построение явных формул для ис-
комых величин, либо проведение исследования уравнений качественны-
ми методами. Получение результатов такого характера является настоль-
ко полным решением задачи, что к аналитическому моделированию 
стремятся в первую очередь. Однако воспользоваться аналитическими 
исследованиями удается сравнительно редко, т. к. построение математи-
ческой модели в виде системы уравнений, допускающих простое анали-
тическое решение, является трудной задачей, а для сложных систем не-
преодолимой. Тем не менее при решении многих прикладных задач за-
частую используют упрощения ради возможности получить хотя бы 



12 

приближенное аналитическое решение задачи, что продемонстрировано 
на следующем примере. 

Пример 1.1. Типичным примером упрощения реальной картины явлений может 
служить предположение о пропорциональности силы )(tF  , действующей на ма-
ятник со стороны пружины, растяжению пружины . При таком предположении 
дифференциальное уравнение, описывающее гармонические колебания маятника, 
имеет вид 

 , (1.1) 

где )(t  – отклонение центра масс пружинного маятника от положения равновесия в 
момент времени t , m  – его масса, а )(t  – сила, действующая на маятник со сторо-
ны пружины,   – жесткость пружины. Как показывает эксперимент, на самом деле, 
зависимость силы от растяжения пружины )(FF   оказывается более сложной. Но 
получить с учетом этой зависимости уравнение, допускающее аналитическое реше-
ние, не представляется возможным. Полученное без учета силы внутреннего трения, 
а также сопротивления воздуха, решение уравнения (1.1) плохо согласуется с реаль-
ными колебаниями пружинного маятника в экспериментах. В частности, колебания 
никогда не бывают свободными, они всегда сопровождаются заметным затуханием. 
Однако это решение позволяет получить многие полезные выводы и рекомендации, и 
поэтому широко используются в теоретических и прикладных задачах. 

В тех случаях, когда не удается преобразовать математическую мо-
дель в подходящую систему уравнений, либо не удается получить реше-
ние полученной системы уравнений аналитическими методами, а упро-
щения приводят к недопустимо грубым результатам, от аналитического 
моделирования отказываются и переходят к другим способам использо-
вания математической модели. 

Численное моделирование. Более широкую сферу применения имеет 
исследование систем при помощи численных методов, особенно с уче-
том бурного развития вычислительной техники. Содержание работы при 
численном исследовании остается в основном таким же, как и при ис-
пользовании аналитических методов. Разница заключается в том, что по-
сле выполнения наиболее трудной части работы – представления мате-
матической модели в виде систем уравнений, оказывается, что решение 
такой системы с применением аналитических методов либо в целом, ли-
бо в частности, в явном виде невозможно. В данной ситуации прибегают 
к реализации и использованию соответствующих численных методов, 
при помощи которых и выполняются необходимые вычисления. При ис-
следовании систем численными методами результатами являются табли-
цы значений искомых величин для конечного набора значений парамет-

)(t

 
 t

dt
tdm 


2

2
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ров системы, начальных и граничных условий. Использование числен-
ных методов в настоящее время является достаточно эффективным ввиду 
хорошо разработанного специального программного обеспечения и на-
личия вычислительных систем высокой производительности. Все это 
способствует тому, что класс уравнений, которые могут быть решены 
численно значительно шире, чем класс уравнений, доступных аналити-
ческому решению. Однако численные решения являются менее полными 
по сравнению с результатами аналитического моделирования.  

Использование численного моделирования, хотя и не требует полу-
чения аналитических выражений, связывающих искомые величины с 
входными параметрами исследуемой системы, предполагает представле-
ние математической модели в виде некоторой системы уравнений, уста-
навливающих соотношение между входными параметрами и искомыми 
величинами. При построении моделей сложных или недостаточно изу-
ченных систем, часто построение такой системы уравнений оказывается 
невозможным. В таких случаях прибегают к использованию имитацион-
ного моделирования. 

Имитационное моделирование. Имитационное моделирование явля-
ется в настоящее время наиболее универсальным методом изучения сис-
тем и количественной оценки их функционирования. При использовании 
имитационного моделирования исследования производятся на имитаци-
онной модели, где процессы, протекающие в реальной системе, заменя-
ются имитируемыми с сохранением некоторого соотношения длительно-
стей и последовательности во времени отдельных явлений. В процессе 
проведения имитационного моделирования, как и при экспериментах с 
самой реальной системой, по фиксируемым значениям параметров опре-
деляют требуемые характеристики системы. Преимуществом имитаци-
онного моделирования является то, что оно может использоваться в от-
личие от аналитического и численного моделирования в тех случаях, ко-
гда не все элементы системы представлены в виде строгих математиче-
ских зависимостей. Кроме того, при наличии достаточно мощной вычис-
лительной системы имитационное моделирование может быть выполне-
но практически при любой степени детализации созданной модели. По 
этой причине в настоящее время с интенсивным развитием информаци-
онных технологий имитационные методы получают все более широкое 
применение. 

Пример 1.2. В качестве примера использования имитационного моделирования 
можно рассмотреть моделирование стратегии технического обслуживания автобуса. 
Пусть E  – основное состояние автобуса (он исправен и осуществляет N  рейсов за 
смену), A  – состояние, когда автобус нуждается в мелком профилактическом ремон-
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те в продолжение времени одного рейса, B  – состояние, когда автобус нуждается в 
немедленном ремонте длительностью в одну смену. Предположим, что Ap  – вероят-
ность перехода автобуса из состояния E  в состояние A , Bp  – это вероятность пере-
хода автобуса из состояния A  в состояние B . Необходимо выбрать одну из двух 
стратегий обслуживания. Стратегия  : как только автобус перешел в состояние A , 
он ремонтируется. Стратегия  : автобус работает до тех пор, пока не перейдет в со-
стояние B . Задача состоит в выборе лучшей из приведенных выше стратегий, кото-
рая дает наибольшее количество рейсов в день. Автобус выходит на линию в состоя-
нии E , то есть при любой стратегии автобус, заканчивающий N  рейсов в состоянии 
A  или B , ночью ремонтируется. 

Решение приведенной выше задачи может быть выполнено с использованием 
имитационного моделирования. При моделировании используется генератор случай-
ной величины, равномерно распределенной на отрезке  1,0 , реализации которой вме-
сте с вероятностями Ap  и Bp  перехода  автобуса  между  состояниями  позволяют 
определить состояние автобуса в ходе каждого рейса. Вначале имитируется поведе-
ние по стратегии   и подсчитывается количество рейсов, затем то же самое выпол-
няется для стратегии  . После этого, сравнив число успешных рейсов в каждом слу-
чае, можно сделать вывод о наиболее приемлемой стратегии. 

Решение многих практических задач приводит к необходимости 
анализировать системы, которые подвергаются воздействию случайных 
факторов или носят стохастический характер. В отличие от других мето-
дов имитационное моделирование оказывается весьма удобным аппара-
том для исследования стохастических систем. При исследовании систем 
с учетом случайных факторов возникают дополнительные трудности. 
Для имитационного моделирования эти трудности обычно сравнительно 
легко преодолимы, благодаря наличию достаточно хорошо разработан-
ных алгоритмов моделирования случайных величин, процессов, потоков 
и т. д. Результаты моделирования, полученные при однократном воспро-
изведении процесса функционирования системы, не могут объективно 
характеризовать изучаемый объект. Поэтому при моделировании систем 
с учетом случайных факторов приходится воспроизводить большое ко-
личество реализаций и определять искомые величины как средние зна-
чения. 

Имитационное моделирование может оказаться наиболее приемле-
мым в следующих случаях: 

1) не существует законченной математической постановки задачи; 
2) аналитические модели имеются, но математические процедуры 

столь сложны и трудоемки, что имитационное моделирование дает более 
простой или единственно возможный способ решения задачи; 
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3) кроме оценки выходных параметров, желательно выполнить на-
блюдение за поведением системы в течение определенного периода вре-
мени; 

4) имитационное моделирование может оказаться единственно воз-
можным вследствие невозможности постановки эксперимента и наблю-
дений в реальных условиях (например, изучение поведения космических 
кораблей в межпланетном пространстве); 

5) при моделировании необходимо изменение временной шкалы 
(замедление либо ускорение изучаемых процессов); 

6) необходимо выполнить предварительную проверку новых страте-
гий и правил принятия решений перед проведением экспериментов на 
реальной системе; 

7) в случае если для стохастической модели данных только о момен-
тах распределений недостаточно и особое значение имеет последова-
тельность событий в исследуемой системе. 

Стоит отметить, что имитационным методом решаются не только 
задачи со случайными воздействиями, а также чисто детерминирован-
ные. Причем при моделировании детерминированных систем необходи-
мо предварительно построить стохастическую систему, выходные харак-
теристики которой позволяют оценить искомые характеристики иссле-
дуемой системы. Для иллюстрации сказанного выше можно привести 
следующий пример. 

Пример 1.3. Пусть необходимо методом имитационного моделирования найти 
оценку площади фигуры, ограниченной осями координат, ординатой 1x  и кривой

)(xfy  . При этом для определенности предполагается, что 1)(0  xf  для всех 
10  xx . 

Данная задача определения пло-
щади фигуры сводится к вычислению 
определенного интеграла: 



1

0

)( dxxfS . 

Для решения задачи с применени-
ем имитационной модели выполняются 
следующие шаги (рис. 1.1): 
1. Генерируется пара независимых слу-
чайных величин ,2,1;, iyx ii , равно-
мерно распределенных на [0;1]. 
2. Определяется координата ),( ii yx  
точки C  и проверяется, попала ли она в 
площадь фигуры, т. е. выполняется ли 

Рис. 1.1. Вычисление площади под кривой 
f(x) с применением имитационного моде-

лирования 



16 

неравенство )( ii xfy  . Если да, то исход испытания считается положительным и к 
счетчику h , который перед началом моделирования был равен 0, добавляется едини-
ца. 

3. Проведя N  указанных  выше  испытаний,  вычисляем 
N
h . Это  и  есть искомый 

интеграл. 

Принципы изменения модельного времени. Наиболее важным 
параметром имитационной модели является модельное время, изменение 
которого отражает процесс функционирования реальной системы. В за-
висимости от характера изменения данного параметра различают ими-
тационное моделирование с приращением временного интервала и ими-
тационное моделирование с продвижением времени до особых состоя-
ний. 

Процесс функционирования моделируемой системы можно рас-
сматривать как последовательную схему ее состояний, описываемую ха-
рактеристиками )(),...,(),( 21 tztztz n  в n-мерном пространстве. Задача мо-
делирования процесса функционирования системы состоит в построении 
функций )(),...,(),( 21 tztztz n , а также в вычислении некоторых величин 
зависящих от этих функций. В распоряжении имеются соотношения ма-
тематической модели, связывающие характеристики состояний системы 

),(),...,(),( 21 tztztz n  с ее параметрами и временем,  а  также  начальные 
условия 00

2
0

1 ,...,, nzzz  для начального момента времени 0t . 
Принцип приращения временного интервала. Преобразуем матема-

тическую модель к такому виду, чтобы было удобно вычислить 
),(),...,(),( 21 ttzttzttz n   по значениям )(tzi . Возьмем 0t  – на-

чальный момент времени и прибавим некоторый шаг t . Вычислим 
)( 0 ttzi   и затем перейдем дальше к вычислению )( 0 tttzi  . Если 

шаг достаточно мал, то таким путем можно получить  приближенный 
вид )(tzi . Приведенный выше алгоритм справедлив для детерминиро-
ванных систем. Для систем со случайными воздействиями алгоритм в 
целом остается прежним, лишь с некоторыми отличиями. В начальный 
момент 0t  разыгрывается одно из возможных состояний 0

iz  в соответст-
вии с заданным законом распределения вероятностей. Затем вычисляется 
условное распределение iz  в момент времени tt 0  при условии, что в 
начальный  момент  времени  были  получены  некоторые  уже  извест-
ные 0

iz . Далее разыгрывается состояние в момент времени tt 0 , и уже 
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при известных )( 0 ttzi   аналогичным образом получаются значения iz  
после очередного приращения временного аргумента. Описанная выше 
процедура повторяется до тех пор, пока не будет построена одна из воз-
можных реализаций случайного многомерного процесса )(tz  в заданном 
интервале времени ),( 0 Tt . Таким образом, приведенный принцип по-
строения алгоритма имитационной модели позволяет определить после-
довательные состояния моделируемой системы через некоторые интер-
валы времени. Данный подход является наиболее универсальным, охва-
тывающим весьма широкий класс реальных систем, однако вместе с тем 
он не экономичен с точки зрения расхода вычислительного времени. 

Принцип продвижения времени до особых состояний. При рассмот-
рении некоторых систем можно обнаружить существенную неоднород-
ность, неравноправность состояний системы в заданном интервале вре-
мени. Удается выделить два типа состояний: особые и не особые (обыч-
но состояния, в которых система находится постоянно). Особое состоя-
ние – это состояние, характерное для системы в некоторые изолирован-
ные моменты времени, совпадающие, например, с моментами поступле-
ния в систему входных сигналов от внешней среды. Часто для таких со-
стояний характерно то, что координаты )(tzi  в эти моменты времени из-
меняются скачком, а между особыми состояниями изменение )(tzi  про-
исходит плавно и непрерывно. При использовании принципа продвиже-
ния времени до особых состояний изменение модельного времени про-
исходит путем перехода из текущего особого состояния системы в по-
следующее, которое является наиболее ранним из всех прогнозируемых 
состояний такого рода. При использовании данного подхода имитацион-
ная модель включает в себя процедуру определения момента времени, 
соответствующего следующему особому состоянию по известным харак-
теристикам данного и предыдущих состояний. Примером особого со-
стояния системы, в частности при исследовании систем массового об-
служивания (СМО), может служить момент смены состояния обслужи-
вающего прибора при начале или окончании обслуживания заявки. Дан-
ный принцип изменения временного параметра является более предпоч-
тительным, так как экономит время вычислений, поскольку предполагает 
ровно столько промежуточных моментов времени, сколько возникает 
особых состояний. 

На практике обычно не выдерживается строго определенный прин-
цип изменения модельного времени, а используется их совокупность или 
в целом, или на отдельных этапах выполнения задачи. 
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Наряду со всеми преимуществами имитационных моделей, приве-
денными выше, они также имеют и ряд существенных недостатков. Раз-
работка хорошей модели часто требует много времени. Весьма сущест-
венно то, что при использовании имитационной модели исследователь 
может получить интересующие его ответы, касающиеся поведения ис-
следуемой системы, только после очередного имитационного экспери-
мента и возможности прогнозирования значительно меньше, чем при ис-
пользовании аналитического подхода. Тем не менее высокий уровень де-
тализации систем любого уровня сложности, возможность исследования 
динамики развития процессов обеспечивают имитационному методу 
большую перспективу широкого практического применения. 

Выбор того или иного метода моделирования во многом определя-
ется спецификой математической модели системы и возможностью ее 
представления в виде разрешимых математических конструкций. Отме-
тим также, что часто бывает полезно использовать аналитическое и ими-
тационное моделирование совместно, если они могут дополнить друг 
друга. 

Таким образом, рассмотрев основные этапы построения модели и 
подготовки процесса моделирования, можно заключить, что моделиро-
вание сегодня имеет основательно разработанную методологическую ба-
зу, что дает возможность результативно и целенаправленно проводить с 
его помощью исследование систем различной сложности во многих об-
ластях науки и техники. Метод моделирования может эффективно взаи-
модействовать с другими общенаучными методами, как используя полу-
ченные с их помощью результаты, так и давая информационную базу для 
проведения дальнейших исследований. 
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2. МЕТОДЫ  МОДЕЛИРОВАНИЯ 
СЛУЧАЙНЫХ  ВЕЛИЧИН 

 
Л е к ц и я  2  

МОДЕЛИРОВАНИЕ  БАЗОВОЙ  
СЛУЧАЙНОЙ  ВЕЛИЧИНЫ 

Основной целью стохастического моделирования является создание 
стохастических моделей сложных систем, при построении которых не-
обходимо использовать алгоритмы моделирования случайных величин, 
случайных процессов и потоков случайных событий. Несмотря на то что 
указанные выше алгоритмы отличаются друг от друга по своей структу-
ре, любой из них в конечном итоге является некоторым преобразованием 
одной или нескольких реализаций базовой случайной величины. Именно 
по этой причине умение качественно моделировать базовую случайную 
величину приобретает особенно важное значение при создании и реали-
зации моделей сложных стохастических систем. 

Моделирование базовой случайной величины. Базовой случайной 
величиной называется непрерывная случайная величина  , равномерно 
распределенная на отрезке [0, 1]. 

Интегральная функция распределения базовой случайной величины 
имеет вид 

 









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



1
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0
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xxPxF  , (2.1) 

а ее плотность распределения соответственно 

 









]1,0[
]1,0[

,0
,1

)(
x
x

xf . (2.2) 

Математическое ожидание M  и дисперсия D  базовой случайной 
величины равны 

   
1

0 2
1dxxxfM  ;     

1

0

2

12
1dxxfMxD  . (2.3) 

Базовая случайная величина также обладает следующими свойства-
ми. 

Свойство 1. Случайные величины   и 1-  эквивалентны. 
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Обозначим через   дискретную случайную величину, принимаю-
щую два возможных значения 0 и 1 с одинаковой вероятностью: 

 . (2.4) 

Представим случайную величину   в виде бесконечной двоичной 
дроби: 

 





1

21 2.0
k

k
k  , (2.5) 

где k  – случайные величины, принимающие два возможных  значения: 
0 или 1, k = 1, 2, … . 

Свойство 2. Если случайная величина   равномерно распределена 
на отрезке [0, 1], то случайные величины  1,  2, … в представлении (2.5) 
независимы и подчиняются распределению (2.4). 

Свойство 3. Если случайные величины  1,  2, … независимы и 
распределены по закону (2.4), то формула (2.5) дает случайную величи-
ну, равномерно распределенную на [0,1]. 

Среди способов моделирования базовой случайной величины наи-
более известны следующие три: табличный, физический, численный 
(арифметический). 

Табличный способ предполагает использование специальных таб-
лиц, содержащих реализации либо самой случайной величины  , либо 
случайных величин  , при помощи которых затем можно получать реа-
лизации   согласно приведенному выше выражению (2.5). Сами табли-
цы составляются при помощи специально разработанных устройств. Для 
использования такого способа генерации на практике данные из таблицы 
считываются в память компьютера и далее используются для моделиро-
вания. Однако использование данного способа не получило широкого 
распространения в основном по двум причинам: 

 запас чисел в таблице как правило ограничен; 
 для хранения информации о таблице необходимы значительные за-

траты памяти ЭВМ. 
Физический способ предполагает использование специального уст-

ройства, оформленного в виде приставки  к  ЭВМ.  Характер  работы 
устройства может быть самым разнообразным, начиная с механических 
устройств и заканчивая устройствами, использующими шумы радио-
электронных ламп и явление радиоактивного распада. Данный способ 
генерации базовой случайной величины также обладает рядом сущест-
венных недостатков, среди которых можно выделить следующие: 

2
1}1{}0{   PP
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 невозможность точного повторного воспроизведения последова-
тельности сгенерированных реализаций; 

 необходимость многократных тестовых проверок генератора; 
 необходимость создания специального устройства для генерации 

случайных чисел. 
Численный или арифметический способ появился во многом благо-

даря недостаткам первых двух способов, использование которых было 
затруднено по указанным выше причинам. Численные методы модели-
рования случайных чисел сводятся, как правило, к использованию неко-
торого детерминированного математического алгоритма, который, буду-
чи реализованным в виде программы, позволяет получать каждое новое 
число на основе одного или нескольких сгенерированных ранее чисел. 
Достоинством арифметических генераторов являются: 

 возможность повторного воспроизведения ранее сгенерированной 
выборки; 

 необходимость лишь однократной проверки вместо периодическо-
го тестирования, необходимого в случае физического способа ге-
нерирования; 

 высокая скорость получения реализаций базовой случайной вели-
чины при минимуме требуемого для генератора объема оператив-
ной памяти. 

Числа, вырабатываемые арифметическими генераторами, называют-
ся ‹‹псевдослучайными››. Действительно, если известна некоторая реа-
лизация базовой случайной величины, то следующая реализация, полу-
чаемая с помощью детерминированного алгоритма, полностью опреде-
лена и всегда предсказуема. Поэтому получаемые таким образом числа 
нельзя назвать случайными в полном смысле этого слова. Однако для 
целей моделирования более важными являются другие свойства генери-
руемых чисел, а именно: 

1) равномерность распределения на отрезке [0,1]; 
2) возможность получения независимых выборок базовой случайной 

величины, что должно подтверждаться прохождением ряда стати-
стических проверок, о которых будет сказано ниже. 

Генераторы, соответствующие двум приведенным выше требовани-
ям, могут считаться хорошими арифметическими генераторами. 

Одним из наиболее широко используемых классов арифметических 
генераторов являются конгруэнтные генераторы. Алгоритм, лежащий в 
их основе, представлен следующим выражением: 
 , (2.6) mzzgz iii mod),,( 21 



22 

где g  – постоянная детерминированная функция предыдущих значений 
,2,1;  iijz j , m  – модуль, z  и m  являются неотрицательными це-

лыми числами. Операция ‘mod ’ возвращает остаток от целочисленного 
деления, т. е. 
 , (2.7) 
где ][  – операция выделения целой части числа. Генерируемые значения 
для такого генератора лежат в диапазоне 10 m , а реализации базовой 
случайной величины в данном случае могут быть получены по формуле 
 . (2.8) 

Важной характеристикой арифметических генераторов является их 
период. Периодом арифметического генератора называется максималь-
ное количество реализаций, после которого начинается повторение ранее 
сгенерированного набора. Поскольку при моделировании обычно требу-
ется огромное количество случайных чисел, то период разрабатываемых 
генераторов стремятся сделать как можно большим.  

В зависимости от вида функции g , можно выделить следующие ти-
пы генераторов: 

Многократные рекурсивные генераторы. Для них функция g  явля-
ется линейной и использует q  ранее сгенерированных либо заданных в 
качестве начальных значений: 
 , (2.9) 

где qaaa 21,  – константы. В ряде публикаций показано, что при соот-
ветствующем подборе этих констант периоды таких генераторов могут 
достигать значений 1qm . 

Квадратичный конгруэнтный генератор задается следующей функ-
цией: 

. 
Поскольку для данного генератора iz  зависит только от 1iz , а также 
учитывая что 10  mzi , максимальный период таких генераторов ра-
вен m . 

Линейные конгруэнтные генераторы (ЛКГ) задаются следующей 
функцией: 
   cazzzg iii   121 ,,  , (2.10) 
где a  (множитель) и c  (приращение) являются неотрицательными целы-
ми числами. ЛКГ были созданы Д. Х. Лемером в 1951 г. и являются од-

 mxmxmxy /mod 

mzii 

  qiqiiii zazazazzg    221121 ,,

  312
2

1121 ,, azazazzg iiii   
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ними из первых арифметических генераторов. Если 0c , то ЛКГ назы-
вают смешанным, а при 0c  – мультипликативным. Исторически и по 
причине своей простоты данные генераторы получили достаточно широ-
кое распространение. Далее рассмотрим более подробно именно этот тип 
арифметических генераторов. 

По тем же причинам, что и для квадратичного конгруэнтного гене-
ратора, для ЛКГ максимально возможный период не превышает m . Если 
период ЛКГ равен m , то говорят, что ЛКГ имеет полный период. Для 
ЛКГ с полным периодом длина генерируемой цепочки различных значе-
ний зависит только от выбора m . Если же период не является полным, то 
длина вышеуказанной цепочки значений будет определяться начальным 
значением 0z  и в этом случае говорят о периоде начального значения. 

Наиболее важной задачей при создании ЛКГ является задача выбора 
его коэффициентов ( a , c , m ). Кроме приведенных выше критериев, 
обеспечивающих качество генерируемых последовательностей случай-
ных чисел, выбор коэффициентов ЛКГ выполняется также и исходя из 
ряда посылок, связанных непосредственно с алгоритмом генерации, ле-
жащим в его основе. 

Во-первых, исходя из максимально возможного периода ЛКГ и диа-
пазона генерируемых им значений, очевидно, что при использовании 
ЛКГ можно получить лишь значения   равные   mmm /11,0   и нет 
возможности получать остальные значения из диапазона [0,1]. По этой 
причине при создании ЛКГ модуль m  стараются выбрать как можно 
больше с целью увеличения плотности заполнения диапазона [0,1] гене-
рируемыми точками. Поскольку в большинстве используемых в настоя-
щее время ЭВМ для хранения целых чисел используется 32 бита, а край-
ний левый бит является знаковым, то часто выбирают bm 2 , где 31b . 
Такой выбор также позволяет избежать достаточно медленного явного 
деления на m  и использовать вместо этого операцию переполнения це-
лых чисел. Наибольшее целое число, которое может быть представлено в 
b -разрядной ЭВМ, равно 12 b . Любая попытка сохранить большее це-
лое число W  завершится потерей всех, расположенных слева, двоичных 
знаков, порядковый номер которых превосходит b . Оставшиеся b  двоич-
ных знаков составляют ровно bW 2mod . 

Во-вторых, для практических целей предпочтительно использовать 
ЛКГ с полным периодом, поскольку в данном случае гарантируется по-
лучение каждого значения из набора 10 m  один раз в течение цикла 
генерации. По этой причине полезно знать, как выбирать коэффициенты 
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a , c , m  так, чтобы у ЛКГ был полный период. Такое правило выбора ко-
эффициентов дается в теореме, доказанной в 1962 г. Халлом и Доббелом. 

Теорема 2.1. ЛКГ, определенный по формуле (2.10), имеет полный 
период тогда и только тогда, когда выполняются следующие три усло-
вия: 

1) единственное положительное целое число, на которое без остатка 
делятся как m , так и c , равно 1; 

2) если некоторое число q  является простым числом (делится только 
само на себя и на 1), на которое делится m , то 1a  делится на q ; 

3) если m  делится на 4, то 1a  тоже делится на 4. 
При условии, что bm 2 , согласно теореме 2.1, ЛКГ будет обладать 

полным периодом, если c  будет нечетным, а 1a  будет делиться на 4. В 
ранних работах по ЛКГ акцентировалось внимание на следующем пред-
ставлении a : 
 12  la , 0l , (2.11) 
что приводит к возможности получения 111 2   ii

l
i zzaz  и замене ум-

ножения на операции сдвига влево на l  бит и последующего прибавле-
ния 1iz . Однако, как показали последующие исследования, ЛКГ с мно-
жителями, представленными выражением (2.11), обладают плохими ста-
тистическими характеристиками. 

В ходе исследований также выяснилось, что более простые мульти-
пликативные ЛКГ (МЛКГ) зарекомендовали себя не хуже смешанных. 
По этой причине большинство ЛКГ, применяемых сегодня, являются 
мультипликативными, поскольку факт превосходства смешанных гене-
раторов в эффективности пока не доказан. 

При использовании МЛКГ вначале пытались выбирать модуль 
bm 2 . Однако было доказано, что максимальный период при этом со-

ставляет лишь 22 b  (т. е. только 4/m ) при условии, что 0z  является не-
четным, а параметр a  задается выражениями вида 38 k  или 58 k , где 

,1,0k . По этим правилам, например, построен известный генератор 
RANDU, для которого 312m , . Как оказалось, при 
дальнейших исследованиях приведенные выше правила построения 
МЛКГ имеют ряд недостатков: 

 поскольку максимальный период составляет лишь 4/m , то не все 
числа из диапазона 10 m  могут быть сгенерированы. Более то-
го, неизвестно куда попадут сгенерированные числа, что может 

539653216 a
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привести к появлению недопустимо больших пробелов между со-
седними по величине реализациями базовой случайной величины; 

 при выборе ja l  2 , где 0j , можно получить неудовлетвори-
тельные статистические свойства сгенерированной последователь-
ности. 

Из-за вышеуказанных недостатков было предложено отказаться от 
выбора bm 2  в МЛКГ. Вместо этого были предложены МЛКГ с про-
стым модулем, для которых m  и a  выбираются по следующим прави-
лам: 

1) m  должно быть наибольшим простым числом меньше b2 . Напри-
мер, при 31b , 12  bm ; 

2) a  – первообразный элемент по модулю m , то есть наименьшее це-
лое число l , для которого 1la  делится на m , составляет 1m . 

Если m  и a  выбраны по этим правилам, то период МЛКГ будет ра-
вен 1m . 

Задача определения a  как первообразного элемента по модулю m  
оказалась достаточно сложной с вычислительной точки зрения. С целью 
выбора хороших значений a  было проведено множество исследований. 
Для 1231 m  широко используются 8071675 a  и 016360630a . 
Первый из этих  множителей  применяется  в  известном  генераторе 
Парка – Миллера. 

Для проверки качества получаемых с помощью арифметических ге-
нераторов случайных чисел используются специально разработанные 
тесты. Некоторые из них будут рассмотрены ниже. 

Тестирование генераторов базовой случайной величины. Крите-
рий «хи-квадрат» разработан, чтобы установить, являются ли получае-
мые при помощи тестируемого генератора значения ,2,1, ii  равно-
мерно  распределенными  между  0 и 1.  Интервал [0, 1]  делится  на  k   
подынтервалов одинаковой длины, и затем генерируются реализации базо-
вой случайной величины n ,, 21  (как правило, значение n  должно 
равняться, по меньшей мере, 100, а величина kn  должна составлять хотя 
бы 5). Предположим, что , a jf  будет числом значений i , по-
падающих в j -й подынтервал, а также 

 
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Для больших значений n  величина 2
n  будет иметь распределение 

«хи-квадрат» с 1k  степенями свободы. При проверке качества сгенери-
рованных чисел фиксируется доверительная вероятность   (обычно 0.9, 
0.95, 0.99 или 0.999) и определяется верхняя критическая точка 

)1,1(2  k  уровня доверительной вероятности 1 , которая является 
корнем уравнения 

 , (2.13) 

где  x
k 1

  – плотность распределения 2 . На практике решение уравне-
ния (2.13) находят из специальных таблиц. Если вычисленное по форму-
ле (2.12) значение 2

n  удовлетворяет неравенству )1,1(22   kn , то 
гипотеза о равномерности распределения смоделированных значений на 
отрезке [0, 1] принимается. 

Для больших значений k  существует приближенная формула для 
расчета верхней критической точки 

 , (2.14) 

где 1z  – верхняя критическая точка уровня доверительной вероятности 
1  нормального распределения )1,0(N . 

Критерий серий является обобщением проверки по критерию «хи-
квадрат» до высших измерений. Если значения ,2,1, ii  являются не-
зависимыми реализациями базовой случайной величины, то непересе-
кающиеся d -мерные последовательности  dA  ,, 211  , 

 dddA 2212 ,,   , … должны представлять собой независимые 
случайные векторы, равномерно распределенные в d -мерном единичном 
гиперкубе d]1,0[ . Для получения численной оценки по критерию серий 
разделим интервал [0, 1] на k  одинаковых подынтервалов и сгенерируем 
случайные вектора nAAA ,, 21  (для которых требуется dn   значений i ). 
Пусть 

njjjf 21
 будет числом niAi ,,2,1,  , содержащим первый ком-

понент в подынтервале 1j , второй компонент в подынтервале 2j  и т. д. 
Если построить величину 
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то она будет иметь приближенное распределение «хи-квадрат» с 1dk  
степенями свободы (желательно, чтобы 5/ dkn ). Проверка d -мерной 
равномерности распределения выполняется точно так же, как и проверка 
для обычного критерия «хи-квадрат». 

Критерий серий позволяет косвенно проверить независимость от-
дельных значений i , поскольку, если отдельные значения i  коррели-
рованны, то распределение d -мерных векторов будет отклоняться от 
равномерности. Например, если смежные значения i  стремятся к поло-
жительной корреляции, то пары  1, ii   имеют тенденцию собираться 
вдоль нисходящей диагонали единичного квадрата, что отражается на 
значении  22

n . 
Критерий восходящих серий является более прямой проверкой до-

пущения о независимости сгенерированных значений базовой случайной 
величины. Равномерность распределения по данному критерию не про-
веряется. Для построения численного значения данного критерия рас-
смотрим некоторую последовательность сгенерированных значений 

,2,1, ii . Данную последовательность всегда можно разбить на под-
последовательности, в пределах которых идущие друг за другом значения 

i  возрастают. Такая подпоследовательность называется восходящей сери-
ей. После выделения восходящих серий вычисляется их длина, которая 
равна числу принадлежащих серии значений i . Далее подсчитывается 
число восходящих серий с длиной 1, 2, 3, 4, 5 и 6  и вычисляется величина 
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Тогда численное значение критерия восходящих серий представляет 
собой величину 
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где ija  и ib  являются соответственно матрицей и вектором констант, зна-
чения  которых   приводятся   в   литературе.   Для   больших  значений n  
( 4000n ) статистический критерий R  будет иметь приближенное рас-
пределение «хи-квадрат» с 6-ю степенями свободы, и, соответственно, его 
проверка может быть выполнена при помощи таблиц для распределения 
«хи-квадрат». 

Критерий Колмогорова – Смирнова позволяет сравнить функцию 
эмпирического распределения с функцией предполагаемого распределе-
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ния . В случае если известны все параметры рассматриваемого распре-
деления, преимуществом данного критерия является его точная досто-
верность для любого объема выборки n . Для определения статистики, 
лежащей в основе данного критерия, будем использовать ступенчатую 
эмпирическую функцию распределения: 

 . (2.16) 

Статистикой распределения Колмогорова – Смирнова nD  будет яв-
ляться наибольшее (вертикальное) расстояние между F  и nF  (рис. 2.1) 

   nnn DDD ,max , (2.17) 
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, ix  – отсортирован-

ная по возрастанию последовательность сгенерированных значений ба-
зовой случайной величины. 

Большое значение nD  указывает на неудовлетворительное согласие, 
так что форма критерия должна опровергать гипотезу о равномерности 
распределения полученных реализаций базовой случайной величины, ес-
ли nD  превышает некоторую константу 1,nd , где   – указанный уро-
вень критерия. Численное значение критической точки 1,nd  зависит от 
того, как было определено предполагаемое распределение . 

Если ни один из параметров  не оценивался каким-либо образом 
по данным, и в предположении, что функция  является непрерывной, 
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Рис. 2.1. Графическое представление вычисления статистики 
Колмогорова – Смирнова для nD  при 4n  
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распределение nD  не зависит от . Этот факт означает, что при всех 
формах непрерывных распределений достаточно одной таблицы значе-
ний для 1,nd . Для облегчения проверки данного критерия Стефенс 
разработал точное приближение, согласно которому вместо сравнения 

nD  и 1,nd  проверяют выполнение следующего неравенства: 

 







 1

11,012,0 cD
n

n n . (2.18) 

Значения 1c  зависят только от   и могут быть найдены в специ-
альных таблицах. 

Л е к ц и я  3  

СТАНДАРТНЫЕ  МЕТОДЫ  МОДЕЛИРОВАНИЯ  СЛУЧАЙНЫХ 
ВЕЛИЧИН 

Метод обратных функций. Предположим, что необходимо сгене-
рировать реализацию некоторой непрерывной случайной величины  . 
Пусть непрерывная и строго возрастающая функция F  является функци-
ей распределения случайной величины  . Тогда если известна функция 

1F , которая является обратной для функции F , то согласно методу об-
ратных функций реализация X  случайной величины   может быть сге-
нерирована по следующим правилам: 

1) генерируем реализацию базовой случайной величины  ; 
2) реализация случайной величины   будет равна:  1 FX . 

Необходимо отметить, что значение X  будет всегда определено и 
однозначно, поскольку функция F  определена в любой точке области 
[0, 1] и монотонно возрастает. Для того чтобы доказать, что случайная 
величина, реализации которой сгенерированы по методу обратных функ-
ций, действительно имеет функцию распределения F , приведем сле-
дующую теорему: 

Теорема 3.1. Случайная величина  , удовлетворяющая уравнению 
  1 F , где   базовая случайная величина, имеет функцию распре-

деления  xF . 
Доказательство. Теорема будет доказана, если для любого вещест-

венного числа x  справедливо выражение    xFxP   (по определе-
нию функции распределения). Учитывая обратимость , 

         xFxFPxFPxP    1 . 

F

 xF
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Справедливость последнего равенства следует из определения 
функции распределения для базовой случайной величины в области 
[0, 1] (формула (2.1)). 

Теорема доказана. 
Если обратная функция 1F  может быть получена аналитически, то 

реализации случайной величины   получают прямо из уравнения, при-
веденного выше. В противном случае возможно либо численное решение 
уравнения   XF , либо применение для генерации   альтернативных 
методов. 

Рассмотрим применение метода обратных функций на примерах. 

Пример 3.1. Пусть случайная величина   подчиняется экспоненциальному за-
кону распределения 

    axexF ax   ,1  . 
Тогда в соответствии с методом обратных функций реализации случайной ве-

личины   могут быть получены из уравнения      axe1 , откуда 
     /ln/1ln  aax . Замена 1  на   возможна благодаря тому, что 

эти случайные величины распределены одинаково. 
Пример 3.2. Пусть случайная величина   подчиняется нормальному закону 

распределения со средним 0 и дисперсией 1. Функция плотности распределения для 
такой случайной величины равна 

  2

2

2
1 x

exf





, 

а интегральная функция распределения соответственно имеет вид 

  






x u

duexF 2

2

2
1


. 

В данном случае требуемое уравнение  








x u

due 2

2

2
1  

в явном виде неразрешимо. По этой причине для моделирования данной случайной 
величины следует применять другие методы. 

Метод суперпозиции. Метод суперпозиции является методом, по-
зволяющим повысить эффективность моделирования распределений за 
счет представления их в виде некоторой комбинации более простых рас-
пределений и использования многоэтапности. Предположим, что функ-
ция распределения случайной величины   представлена в виде 

    





1j

jj xFpxF , (3.1) 
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где )(xFj  также являются функциями распределения некоторых других 

случайных величин, 0jp  и соответственно 





1

1
j

jp . Введем дискрет-

ную случайную величину  , которая принимает значения ,2,1  с веро-
ятностями ,, 21 pp . Тогда справедлива следующая теорема. 

Теорема 3.2. Пусть 1  и 2  независимые базовые случайные вели-
чины. Если с помощью 1  разыгрывать значение j  дискретной величи-
ны  , а затем из уравнения   2xFj  определять реализации случайной 
величины   ,   то   функция   распределения     будет  задана  выраже-
нием (3.1). 

Доказательство. Для доказательства воспользуемся теоремой о 
полной вероятности и вычислим функцию распределения для случайной 
величины  : 

         









11

|
j

jj
j

xFpxFjPjxPxP  . 

Теорема доказана. 
Рассмотрим применение метода суперпозиции на примере. 

Пример 3.3. Пусть случайная величина   имеет следующую функцию распре-
деления: 

    115
12
1 5

 xxxF . 

Представим эту функцию распределения в виде суперпозиции функций распределе-
ния двух других случайных величин 1  и 2  

  xxF
2
1

1   и     11
2
1 5

2  xxF , 

тогда      xFxFxF 21 6
1

6
5

 . Согласно методу суперпозиции введем дискретную 

случайную величину  , которая может принимать значение 1 с вероятностью 65  и 
значение 2 с вероятностью 61 . Будем моделировать данную случайную величину 
следующим образом: моделируем базовую случайную величину 1 ; если 651  , то 
определяем реализацию случайной величины 1  методом обратных функций 

21 2X  и используем ее в качестве реализации  . Если 651  , то определяем 
реализацию случайной величины 2  методом обратных функций 5

22 121  X  и 
используем ее в качестве реализации  . 
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Кроме базовой формулировки метода суперпозиции существует 
также ряд его модификаций. Первой из них является модифицированный 
метод суперпозиции, представленный теоремой 3.3. 

Теорема 3.3. Пусть   базовая случайная величина. Если с ее помо-
щью разыгрывать значение j  дискретной величины  , а затем по разы-
гранному значению j  определить реализацию случайной величины   из 

уравнения   xFj , где 1
1

1















  j

j

i
i pp , то функция распределения 

  будет задана выражением (3.1). 
Справедливость последней теоремы основана на том, что величина 

 , как показано в литературе, является базовой случайной величиной, 
независимой по отношению к  . Если сказанное выше справедливо, то 
справедливость последней теоремы напрямую следует из теоремы 3.2. 
Условие, сформулированное в теореме 3.3, позволяет построить более 
экономичный алгоритм моделирования по методу суперпозиции, в кото-
ром для моделирования каждой реализации случайной величины   тре-
буется сгенерировать лишь одну реализацию базовой случайной величи-
ны вместо двух. Стоит также отметить, что при малых вероятностях ip  
могут возникать отклонения распределения случайной величины   от 
равномерного, что делает использование модифицированного метода су-
перпозиции невозможным. Рассмотрим использование данного метода 
на примере. 

Пример 3.4. Используем модифицированный метод суперпозиции для построе-
ния алгоритма моделирования случайной величины  , приведенной в примере 3.3 . 
Для дискретной случайной величины   величина  , определенная в теореме 3.3, бу-
дет равна 













256

1
5
6





при

при . 

Тогда если реализация базовой случайной величины 65 , то определяем реализа-

цию случайной величины   как 
5

12
X . Если 65 , то определяем реализацию 

случайной величины   как 5 11121  X . 

Второй модификацией метода суперпозиции является метод инте-
гральной суперпозиции. Рассмотрим непрерывную случайную величину 
  в декартовых координатах на плоскости  yx, . Обозначим плотность 
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распределения   как  yxf ,  и введем случайную величину   с плот-
ностью распределения равной 

   




 dyyxfxf , . 

Задача состоит в построении алгоритма моделирования для случайной 
величины  . 

Моделирование координат точки   можно выполнять в любом по-
рядке. Воспользуемся следующим представлением: 
      yxfyfyxf |,  , (3.2) 

где  yf  плотность распределения некоторой вспомогательной случай-
ной величины  . Если возможно представление (3.2), то моделирование 
выполняется в следующем порядке:  

1) моделируется случайная величина   (например, как   1 yF ); 
2) моделируется искомая случайная величина   (например, как 

  2|  yxF ). 
Чаще всего данный метод применяется в случае, если плотность рас-

пределения  xf  задана в виде интеграла по параметру. 

Пример 3.5. Плотность распределения случайной величины   задана в виде 

  



1

dyeynxf xyn , 0n ,  x0 . 

В данном случае   xynenyyxf 

 , . Тогда 

    1

00

, 







 
nxyn nydxenydxyxfyf ,  y1 . 

Согласно формуле полной вероятности  
 
 

xyye
yf

yxfyxf  




,
| . 

Соответствующие интегральные функции распределения 

  n
ny

n y
y

n
undunuyF 


 


  1
11

1
 ;   xy

x
ay edayeyxF    1|

0
 . 

Тогда по методу обратных функций сначала моделируется   как ny
1

1


 , а затем   

как  2ln1


y
x  . 

Метод суперпозиции часто применяют для моделирования случай-
ных величин, для которых поведение функций плотности распределения 
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резко отличается в различных подобластях области определения 
(рис. 3.1). 

В данном случае вся область определения разбивается на отдельные 
подобласти j  mj ,1  и формируются вспомогательные случайные ве-
личины с плотностями: 

 
 










j

jj
j x

xpxf
xf

0
, 

где  




j

dxxfp j . Очевидно, что 1
1




m

j
jp . 

Тогда плотность распределения исходной случайной величины предста-

вима в виде:    



m

j
jj xfpxf

1
 и согласно теореме 3.2 может быть смоде-

лирована по методу суперпозиции. В этом случае сначала будет разыг-
рываться номер подобласти, а затем моделироваться искомая случайная 
величина, например, с использованием уравнения 

  j

x

a
pduuf

j

 , 

где ja  – левый конец j . 
Метод кусочной аппроксимации. Данный метод является прибли-

женным методом моделирования, поскольку предполагает использова-

Рис. 3.1. Применение метода суперпозиции для моделирова-
ния случайных величин с резко изменяющейся плотностью 

распределения 

x 

y 

1 2 3 
a1 a2 a3 x 

f2 (x) 

f (x) 
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ние некоторой аппроксимации плотности распределения моделируемой 
случайной величины. 

Пусть необходимо получить реализации X  некоторой случайной 
величины  , имеющей плотность распределения  xf  (рис. 3.2). Разо-
бьем область определения  xf  на n  интервалов 1n,,0],,[ 1  kaa kk . 
Тогда вероятность попадания реализации случайной величины   в каж-
дый такой интервал будет определена следующим образом: 

  



1k

k

a

a
k dxxfp . (3.3) 

Для выполнения процесса моделирования метод кусочной аппрок-
симации требует нахождения номера интервала, в который попадет реа-
лизация случайной величины  . Наиболее удобным для практического 
использования является случай, когда интервалы разбиения сформиро-
ваны таким образом, что все kp  равны между собой. Если при этом об-
ласть задания случайной величины   разбита на n  интервалов, то 

n
pk

1
 . Тогда необходимо разбить интервал ]1,0[  на n  равных частей, 

сгенерировать реализацию базовой случайной величины 1  и определить 
номер k  подынтервала на отрезке ]1,0[ , в который попала данная реали-
зация. Полученное значение  k  и будет определять номер интервала в 
пределах области распределения  , куда попадет ее реализация. 

Введем для каждого из выделенных интервалов вспомогательные 
случайные величины k , значения которых лежат в пределах соответст-
вующего k -го интервала. Обозначим плотности распределения случай-

Рис. 3.2. Метод кусочной аппроксимации 
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ных величин k  как )(xk . В общем случае функции )(xk  могут быть 
различны. Для того чтобы сгенерированные реализации случайных вели-
чин k  можно было использовать как реализации случайной  величины 
 , их плотности распределения )(xk  в пределах соответствующих ин-
тервалов должны быть связаны с плотностью  xf  выражением 

  
 

k
k p

xfx  , (3.4) 

что ведет к использованию алгоритма метода суперпозиции, изложенно-
го ранее. Однако использование напрямую выражения (3.4) на практике 
часто оказывается затруднительным, что связано с видом функции )(xf . 
В такой ситуации применяется рассматриваемый метод кусочной ап-
проксимации, согласно которому )(xk  заменяются некоторыми ап-
проксимациями )(* xk , от вида которых зависит дальнейший ход моде-
лирования. В остальном ход моделирования будет совпадать с алгорит-
мом метода суперпозиции. 

Рассмотрим ряд аппроксимаций, которые с определенной степенью 
точности могут использоваться при любом виде плотности распределе-
ния . 

Наиболее простым вариантом является использование constk 
* , 

которые задаются выражением 

  
kk

k aa
x




1

* 1
 .  

Учитывая, что в данном случае k  – равномерно распределенная на от-
резке ],[ 1kk aa  случайная величина, для реализации  получаем сле-
дующее выражение 
   21 kkk aaaX   ,  
где 2  – независимая реализация базовой случайной величины. 

Если необходимо достичь большей точности при применении дан-
ного приближенного метода могут использоваться другие варианты 
функции )(* xk . При линейной аппроксимации )(xk  на отрезке 

],[ 1kk aa , )(* xk  будет иметь вид 

  xgsx kkk * , 

)(xf


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где 
kk

kk
k aa

ffg









1

1  – угловой коэффициент прямой,  kk aff  , ks  может 

быть определено из условия нормировки функции  xk
* : 

  1
1

* 
k

k

a

a
k dxx . 

Описанный выше подход к разбиению области определения случай-
ной величины   на интервалы, вероятности попадания в которые одина-
ковы, в ряде случаев может оказаться неприемлемым. Это связано, пре-
жде всего, с тем, что при таком выборе системы интервалов точность ап-
проксимации функции )(xf  неодинакова по всей области определения  и 
зависит от значений )(xf  (рис. 3.2). При малых )(xf  точность аппрок-
симации хуже. По этой причине при выборе системы интервалов для 
разбиения области определения случайной величины   следует учиты-
вать необходимость обеспечения заданной точности на интервалах с 
наименьшими значениями )(xf . 

Метод Неймана. Данный метод генерации случайных величин был 
впервые предложен фон Нейманом  в 1951 г. Суть метода изложена в ус-
ловии теоремы 3.4. 

Теорема 3.4. Пусть   – непрерывная случайная величина, имеющая 
плотность распределения )(xf . Пусть существует некоторая функция 

)(xg , такая, что для любого x  выполняется неравенство )()( xgxf  , и 

кроме того, площадь под кривой  xg  конечна, т. е.  




dxxgS )( . 

Определим вспомогательные случайные величины  , которая имеет 
плотность распределения Sxgxr )()(   и  , которая равномерно рас-
пределена на отрезке )](,0[ xg  и соответственно имеет плотность рас-
пределения   )(1 xgyl  . Тогда реализации случайной величины   могут 
быть получены следующим образом: 

1) получаем реализацию X   случайной величины  ; 
2) получаем независимо от X   реализацию Y случайной величины  ; 
3) если )(XfY  , то реализация X  случайной величины   равна 

XX  , иначе переходим к пункту 1. 
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Доказательство. Покажем, что случайная величина, полученная по 
алгоритму, сформулированному в условии теоремы, действительно име-

ет плотность распределения )(xf , т. е.    



x

duufxXP . 

Поскольку реализация X  случайной величины   равна реализации 
X   случайной величины   при условии, что  XfY  , то 

     
  

  XfYP
XfYxXPXfYxXPxXP






,| . (3.5) 

Определим вероятности, стоящие в правой части последнего выра-
жения. Учитывая то, что случайные величины   и   генерируются неза-
висимо, имеем 

  
 

 

 

  
 


x xuf

duuf
S

dvdu
ugS

ugYfYxXP 11,
0

, 

  
 

 

 

  









S

duuf
S

dvdu
ugS

ugXfYP
uf 111

0
. 

Тогда, подставляя последние выражения в (3.5), получаем 

   



x

duufxXP . 

Теорема доказана. 
Как видно из алгоритма метода Неймана, некоторые сгенерирован-

ные пары точек ),( YX   могут остаться неиспользованными, поскольку не 
удовлетворяют условию )(XfY  , однако получение этих точек требует 
вычислительных затрат. В связи с этим вводится понятие эффективности 
метода. Эффективностью метода Неймана называется вероятность   
того, что точка X   станет реализацией X  случайной величины  , а не 
будет отброшена. Эффективность может быть определена как отношение 
площади под графиком )(xf  к площади под графиком )(xg  на заданной 
области определения. Учитывая, что )(xf  является плотностью распре-
деления и площадь под данной кривой равна 1 согласно условию норми-
ровки, эффективность можно представить следующим образом: 

 
S
1

 ,  

где S  – площадь под кривой )(xg . 
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Функцию )(xg  стараются выбирать таким образом, чтобы эффек-
тивность   была как можно ближе к 1, что увеличивает долю полезных 
генераций X  . 

Пример 3.6. Случайная величина   определена на отрезке  RR,  и имеет 
плотность распределения 

22
2

2)( xR
R

xf 


. 

Максимальное значение функции  xf  на  RR,  равно 
)/(2)(max RxfB

RxR



. 

Тогда плотность распределения вспомогательной случайной величины   представим 
в виде 

 
RR

RS
RS

xr
2
1222












. 

Данную случайную величину можно моделировать методом обратных функций: 

   12
2 11 





 RX
R
Rxduur

x

R

, 

где 1  – реализация базовой случайной величины. Для моделирования второй вспо-
могательной случайной величины   также воспользуемся методом обратных функ-
ций: 

 
R

YRydvRdvvl
yy






 2
2

00

2
22

  , 

где 2  – отдельная независимая реализация базовой случайной величины. Поскольку 
согласно теореме 3.4 для получения реализации X  случайной величины   требуется 
выполнение условия  XfY  , получаем 

   2
12

2
1

2
2

2 )12(11222
 




RR

RR
. 

Таким образом, моделирование случайной величины   заключается в следующем. 
Разыгрываем две независимые реализации 1 , 2  базовой случайной величины. Если 
выполняется последнее неравенство, считаем, что  12 1  RXX . В противном 
случае разыгрываем следующую пару случайных чисел. Эффективность метода в 
данном случае равна 

44


 
R
R . 
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Л е к ц и я  4  

СПЕЦИАЛЬНЫЕ  МЕТОДЫ  МОДЕЛИРОВАНИЯ 
СЛУЧАЙНЫХ  ВЕЛИЧИН 

Несмотря на то что большинство случайных величин может быть 
смоделировано с использованием одного из стандартных методов, изло-
женных ранее, известны также и методы, которые основываются на ка-
ком-нибудь специальном свойстве моделируемой случайной величины. 
Часто таким свойством является возможность представления модели-
руемой случайной величины в виде комбинации других случайных вели-
чин, которые могут быть смоделированы гораздо проще. По причине 
применения только для моделирования определенных случайных вели-
чин специальные методы не имеют какой-либо общей формы. Далее рас-
смотрим несколько таких методов. 

Метод моделирования распределения Эрланга. Задача состоит в 
моделировании случайной величины  , которая подчиняется распреде-
лению Эрланга порядка n . Функция плотности распределения такой 
случайной величины имеет вид 

 













  .0,
)!1(

0,0
)( 1, xex

n

x
xf xn

n
n    (4.1) 

Теорема 4.1. Если случайная величина 



n

i
i

1
 , где i  – независи-

мые случайные величины, имеющие одинаковое экспоненциальное рас-
пределение с параметром  , и функции плотности распределения кото-
рых равны 
 ,,...,2,1,0,)( nixex x

i    (4.2) 
то функция плотности распределения случайной величины   будет зада-
ваться выражением (4.1). 

Доказательство. Доказательство данной теоремы выполняется ме-
тодом математической индукции. 

При 1n  формула (4.1) переходит в (4.2) и, соответственно, утвер-
ждение теоремы выполняется.  

Предположим, что оно выполняется и при kn  , т. е. случайная ве-

личина 



k

i
i

1
  имеет плотность распределения вида 
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0,
)!1(

)( 1 


  xex
k

xf xk
k

 . 

Найдем плотность распределения случайной величины 1 k . По-
скольку случайные величины    и 1k  независимы, плотность распреде-
ления случайной величины   представима в виде свертки 

0,)()()()()(
0

11   





 xduufuxduufuxxf
x

kk  , 

где учтено, что 0)(  uf  при 0u  и 0)(1  uxk  при 0ux . Под-
ставляя в последнее выражение значения )(1 uxk   и )(uf  , получим 

0,
!)!1(

)(
1

0

1
1




 





 xex
k

duue
k

xf xk
kx

kx
k





. 

Аналогично можно продолжить доказательство до включения в 
сумму n . 

Теорема доказана. 
Случайные величины i  могут быть легко смоделированы методом 

обратных функций. Их реализации:  iiY 


ln1
 , где i  – независимые 

реализации базовой случайной величины. Тогда алгоритм моделирова-
ния   может быть значительно упрощен. Как следует из выше приведен-
ной теоремы, получив n  независимых реализаций n ,1 , можно разы-
грать выборочное значение X  случайной величины   по формуле: 





n

i
inX

1
21 ln1ln1...ln1ln1













. 

Последнее выражение для генерации   позволяет избежать необхо-
димости вычислять натуральный логарифм n  раз. Однако данное выра-
жение должно использоваться с осторожностью при больших n , по-
скольку число, стоящее под логарифмом, может стать близким к 0, что в 
свою очередь может привести к проблемам при вычислении логарифма. 
В этом случае можно, например, разбить выражение на несколько лога-
рифмов. 

Методы моделирования нормального распределения. Задача со-
стоит в моделировании случайной величины  , распределенной по нор-
мальному закону со средним m  и дисперсией 2 . Ее плотность распре-
деления 
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 . (4.3) 

Для моделирования обычно используют представление 
 m , (4.4) 
где   представляет собой случайную величину, распределенную по нор-
мальному закону со средним 0 и дисперсией 1. Справедливость (4.4) мо-
жет быть доказана следующим образом: 

 
 

 

.
2
1

2
1

2

2

2

2

2

due

mutdtemxPxP

x mu

ax t

























 








 











 

Таким образом, задача моделирования сводится к моделированию 
случайной величины  , имеющей плотность распределения 

 . (4.5) 

Метод, основанный на переходе в полярную систему координат. 
Одним из способов моделирования такой случайной величины является 
использование перехода в полярную систему координат. Выберем неза-
висимую от   случайную величину  , также распределенную по нор-
мальному закону со средним 0 и дисперсией 1. Рассмотрим на плоскости 
XY  случайную точку Q  с координатами   и  . Плотность распределе-
ния такой точки 

 . (4.6) 

Представим функцию ),( yxfQ  в полярных координатах. Связь ме-
жду декартовыми и полярными координатами 





sin
cos

ry
rx




 

и Якобиан перехода к полярным координатам: 

 
 

2

2

2
2
1 




mx

exf





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2

2
1 x

exf





       rceeyfxfyxf
ryx

Q 





22

222

2
1

2
1,



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ry
r
y

x
r
x




















 . 

Тогда 

 . (4.7) 

Как видно из выражения (4.7), ),( rfQ  не зависит от  . Область 
изменения полярных координат для Q :  r0 ,  20  . Найдем ча-
стные плотности распределения случайных величин по отдельным по-
лярным координатам   и  : 

       rrcdrrcdrfrf Q 


 2,
2

0

2

0
  . 

Из условия нормировки 

           







00

2

0 00

2

0 2
112





drrrcfdrrrcdrrrcddrdrrc . 

Исходя из полученных выражений для )(rf  и )(f , можно сде-
лать вывод, что )()(),(    frfrfQ , а следовательно, случайные вели-
чины   и  независимы, и поэтому их можно моделировать раздельно, 
например, методом обратных функций: 

   

 ;ln2
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2
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2
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2
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222
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  22
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2
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1






    hhddf

hh
, 

где a  и h  – реализации случайных величин   и   соответственно. Пе-
реходя обратно к декартовым координатам, получаем следующие выра-
жения для реализаций X  и Y  случайных величин   и  : 

 
     

     .2sinln2sin
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 (4.8) 
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Формулы (4.8) позволяют найти сразу две реализации случайной ве-
личины, распределенной по нормальному закону с параметрами )1,0( . 
Однако данные формулы содержат операции cossin,ln, , которые выпол-
няются достаточно долго. Поэтому в ряде случаев применение данного 
метода может оказаться неприемлемым с точки зрения вычислительных 
затрат. 

Метод, основанный на применении центральной предельной теоре-
мы теории вероятностей. Для построения алгоритма моделирования 
случайной величины  , подчиняющейся нормальному распределению с 
параметрами )1,0( , введем понятие нормированной случайной величины. 
Для случайной величины   нормированная случайная величина опреде-
ляется как 

    M0 , 

где M  и   – соответственно математическое ожидание и среднеквад-
ратическое отклонение случайной величины  . Пусть случайная величи-
на  n  определяется как сумма n  независимых нормированных базовых 
случайных величин: 

     
 





n

i

n

i
i

in

1 1
123

121
21




 . (4.9) 

Математическое ожидание такой случайной величины равно 0, а ее дис-
персия равна n . Нормируя , получим 

    



n

i
i

n

n 1
0 123

 . (4.10) 

Пусть   )(0 xF n  функция распределения случайной величины  n
0 . Тогда 

согласно центральной предельной теореме 

   







x u
n

n
duexF 2

0

2

2
1lim


. 

Как следствие при достаточно большом n  для моделирования мож-
но применять выражение (4.10). На практике вполне достаточно ограни-
читься значением 12n . Тогда реализации X  случайной величины   
можно получать по формуле 

6
12

1


i
iX  . 

 n
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Моделирование случайных векторов. Все методы моделирования, 
представленные ранее, могут применяться для моделирования отдельных 
случайных величин с некоторым заданным распределением. Однако при 
построении некоторых имитационных моделей возникает необходимость 
моделировать случайные вектора вида ),,( 21 nXXXX   из заданного 
совместного (или многомерного) распределения, где отдельные коорди-
наты такого вектора могут быть зависимыми либо независимыми слу-
чайными величинами. Предположим, что случайные величины 

n ,,, 21   имеют совместную плотность распределения ),,( 21 nxxxf  . 
Для моделирования вышеуказанных случайных величин можно исполь-
зовать условные плотности распределения, которые могут быть найдены 
следующим образом: 
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

 (4.11) 

При необходимости использования для моделирования отдельных 
случайных величин i  методов, оперирующих с функциями распределе-
ния (например, метод обратных функций), можно ввести условные 
функции распределения: 

 . (4.12) 

Моделирование случайного вектора в данном случае сводится к по-
следовательному моделированию его координат, т. е. по )( 11 xf  (или по 

)( 11 xF ) моделируется реализация 1 , затем по )|( 122 xxf  определяется 
реализация 2  и так далее до тех пор, пока не будет получена реализация 
последней случайной величины n . Стоит отметить, что поскольку пе-
ременные функции ),,( 21 nxxxf   могут быть занумерованы !n  способа-
ми, то существует столько же способов представления условных плотно-
стей (4.11). Часто порядок нумерации определяет простоту последующе-
го моделирования отдельных случайных величин i , а следовательно, и 
простоту моделирования случайного вектора в целом. 




 
ix

iiiii duxxufxxxF ),...,|(),...,|( 1111
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Если случайные величины, определяющие координаты случайного 
вектора, являются независимыми, то процесс моделирования упрощает-

ся, поскольку в этом случае 



n

i
iin xFxxxF

1
21 )(),...,,(  и отдельные коор-

динаты случайного вектора могут быть смоделированы независимо друг 
от друга. 

Рассмотрим процесс моделирования случайных векторов на не-
скольких примерах. 

Пример 4.1. Случайный вектор Q  с декартовыми координатами n ,,, 21   
распределен равномерно в n -мерном параллелепипеде  n,,2,1;  ibxa iii . 
Тогда совместная плотность распределения для такого случайного вектора будет 
равна 

 
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 
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
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nQ xxx
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
 , 

где  



n

i
ii ab

c 1

1  – объем параллелепипеда. 

Проинтегрировав  nQ xxxf ,, 21  по всем переменным, кроме ix , получим 
функции распределения по отдельным координатам 

 
 

 









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abxf
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,,1
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Тогда отдельные координаты вектора  можно смоделировать методом обратных 
функций: 

   iiiiii
ii

ii
ii abax

ab
axxF 




  . 

Пример 4.2. Случайный вектор   ,Q  может принимать значения в треуголь-
нике (рис. 4.1): 1 yx , 0x , 0y . 

Совместная плотность распределения 
случайных величин   и   задана функцией 
  xyxf 6,  . Рассмотрим два возможных случая 

нумерации переменных: 
Пусть первой переменной будет  . Тогда 

     
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xxdyyxfxf
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 
  xxf
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1,|


  

при xy  10 . 
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1 

Рис. 4.1. Область значений  случай-
ной величины   ,Q  
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Соответствующие интегральные функции распределения случайных величин   и   
будут равны 

    32

0

23 xxduufxF
x

    при 10  x , 

   
x

ydvxvfxyF
y


  1

||
0

  при xy  10 . 

После применения метода обратных функций для получения реализации X  
случайной величины   можно использовать выражение 1

32 23  XX , и затем для 
получения реализации Y  случайной величины  :   21 XY  . 

Теперь рассмотрим альтернативный вариант построения алгоритма моделиро-
вания случайного вектора и в качестве первой переменной выберем  . В этом случае 
плотности распределения для случайных величин   и   будут иметь вид 
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

  при yx  10 . 

Соответствующие интегральные функции распределения: 

     3

0

11 ydvvfyF
y

    при 10  y ; 

    2
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0 )1(
||

y
xduyufyxF

x


    при yx  10 . 

Учитывая свойство базовой случайной величины о том, что   и 1  эквива-
лентны и применяя метод обратных функций, получаем следующие выражения для 
моделирования случайных величин   и  : 

3
11 Y ;   21 YX  . 

Как видно из результирующих выражений для моделирования, полученных при 
различном порядке следования переменных случайного вектора   ,Q , во втором 
случае можно напрямую использовать метод обратных функций для обеих перемен-
ных, в то время как для первого варианта это не так. Поэтому с точки зрения вычис-
лительных затрат второй порядок следования переменных  выглядит  предпочти-
тельнее. 
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3. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
СЛУЧАЙНЫХ  ПРОЦЕССОВ 

 
Л е к ц и я  5  

ОПИСАНИЕ  СЛУЧАЙНЫХ  ПРОЦЕССОВ 
И  ОБЩИЕ  МЕТОДЫ  ИХ  МОДЕЛИРОВАНИЯ 

При моделировании различных систем в ряде случаев возникает не-
обходимость получения реализаций случайной величины с учетом ее из-
менения во времени. Например, может понадобиться генерировать по-
следовательность величин, характеризующих размер поступающих со-
общений в системе телекоммуникаций. Если предполагается, что реали-
зации такой случайной величины в разные моменты времени будут неза-
висимыми и одинаково распределенными, то задача моделирования мо-
жет быть сведена к получению реализаций из соответствующего одно-
мерного распределения при помощи методов, которые были рассмотре-
ны ранее. Однако если между наблюдениями в различные моменты вре-
мени существует некоторая зависимость, то применение ранее рассмот-
ренных методов будет некорректным, поскольку не будет учитываться 
взаимосвязь между реализациями с течением времени. Далее будут рас-
смотрены методы моделирования случайных процессов, которые позво-
ляют учитывать такие связи. 

Под случайным процессом будем понимать функцию )(t , значения 
которой при фиксированном t  являются случайными величинами, 

],[ 0 TTt  .  
В то время как случайная величина определяется множеством ее 

значений и распределением вероятностей на этом множестве, случайный 
процесс характеризуется множеством функций времени и вероятностной 
мерой, заданной на этом множестве функций. Каждая такая функция 
времени называется реализацией случайного процесса )(t . Множество 
значений параметра t  называют областью определения случайного про-
цесса, а множество значений, которые может принимать функция )(t  – 
пространством значений случайного процесса. 

Для описания случайных процессов используются характеристики, 
аналогичные тем, которые использовались для описания случайных ве-
личин. Далее кратко рассмотрим основные способы описания случайных 
процессов, которые применяются на практике. 
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По аналогии с описанием непрерывных случайных величин при по-
мощи интегральной функции распределения и функции плотности рас-
пределения случайный процесс может быть описан аналогичными харак-
теристиками. Поскольку в отличие от случайных величин случайный 
процесс является функцией переменной t , то в общем случае он описы-
вается многомерными функциями распределения. Рассмотрим n  точек 
параметра t  nttt ,,, 21  . Тогда n -мерная интегральная функция распреде-
ления случайного процесса будет иметь вид 
       nnnnn xtxtPtxtxF   ;;,;;, 1111  . (5.1) 
n -мерная функция плотности вероятности ),;;,( 11 nnn txtxf   представля-
ет собой вероятность того, что значения случайного процесса )(t  в n  
точках nttt ,,, 21   заключены в соответствующих малых интервалах 

),[,),,[),,[ 222111 nnn dxxxdxxxdxxx   . Данная вероятность равна 

nnnn dxdxtxtxf  111 ),;;,( . Функция ),;;,( 11 nnn txtxf   позволяет судить о 
связи между вероятными значениями случайного процесса в n  произ-
вольных точках аргумента t . Функция плотности распределения 

),;;,( 11 nnn txtxf   может быть получена как частная производная степени 
n  от n -мерной интегральной функции распределения рассматриваемого 
случайного процесса: 

    nnn
n

n

nnn txtxF
xx

txtxf ,;;,,;;, 11
1

11 






 . (5.2) 

Необходимо отметить, что при описании случайного процесса с по-
мощью многомерных функций распределения, приведенных выше, пол-
ная информация о процессе может быть получена, если эти многомерные 
функции распределения известны для любого n  произвольно выбранных 
значений nttt ,,, 21  . 

Рассмотренный выше способ описания случайных процессов позво-
ляет теоретически полностью описать рассматриваемый случайный про-
цесс, однако для практических целей такой способ описания часто ока-
зывается слишком громоздким и неудобным для использования. Кроме 
того, для случайных процессов, которые встречаются на практике, по-
строение многомерных функций распределения является в большинстве 
случаев достаточно сложной задачей, а зачастую и вообще не представ-
ляется возможным. По этой причине для описания случайных процессов 
часто используют моментные функции.  По  аналогии  с  моментами  
случайных величин различают начальные и центральные моментные 
функции. 
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Под начальными моментными функциями случайного  процесса 
)(t , заданного на некотором интервале, понимают математические 

ожидания соответствующих произведений: 
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  (5.3) 

где ),( txf  и ),;,( 2211 txtxf  соответственно одномерная и двумерная 
плотности распределения случайного процесса )(t . Для дальнейшего 
использования наиболее важную роль будут играть первый начальный 
момент или математическое ожидание случайного процесса: 

         




 dxtxxftMttm ,1   (5.4) 

и начальный момент ),( 211,1 tt , который называют корреляционной функ-
цией случайного процесса: 

 . (5.5) 

Кроме начальных моментов можно рассматривать также централь-
ные моменты, которые определяются следующими выражениями: 
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 (5.6) 

Из центральных моментов особо стоит выделить )()( 2 ttD   , на-
зываемый дисперсией случайного процесса, а также ),( 211,1 tt , называе-
мый его ковариационной функцией. Как следует из приведенных выше 
выражений, ковариационная и корреляционная функции случайного 
процесса связаны между собой следующим соотношением: 
 . (5.7) 
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       2121211,1 ,, tmtmttRtt  



51 

Стоит также отметить, что в отличие от )(t , представленные выше 
моментные функции  являются детерминированными функциями  вре-
мени. 

Прежде чем непосредственно перейти к рассмотрению алгоритмов 
моделирования случайных процессов, выделим некоторые их типы, по-
нятия которых потребуются в дальнейшем. 

Случайный процесс называется стационарным в узком смысле, если 
все его конечные функции  распределения любого порядка инвариантны 
относительно сдвига параметра t  на любое вещественное число, т. е. для 
любых n  и 0t  справедливы равенства: 
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ttxttxFtxtxF
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
 (5.8) 

Случайный процесс называется стационарным в широком смысле, 
если его математическое ожидание )(tm  и корреляционная (а соответ-
ственно и ковариационная) функция ),( 21 ttR  не зависят от сдвига пара-
метра t  на любое вещественное число. Таким образом, для стационарно-
го процесса consttm )( , а )()(),( 1221 RttRttR  . 

Случайный процесс называется гауссовским (или нормальным), если 
все его конечномерные распределения являются многомерными нор-
мальными.  

Задача моделирования случайного процесса состоит в получении n  
его реализаций в различные дискретные моменты времени ,, 21 tt  в 
пределах области определения  . Для построения алгоритмов модели-
рования случайных процессов существует ряд общих методов.  

Метод линейного преобразования. Предположим, что необходимо 
получить реализации iy  стационарного случайного процесса )(t  с за-
данной   корреляционной   функцией  )(R   и  математическим  ожида-
нием m . Реализации такого случайного процесса могут быть сгенериро-
ваны путем линейного преобразования реализаций ix  независимых слу-
чайных величин i , для которых математическое ожидание 0m , а 

дисперсия 12  . 
Для начала рассмотрим случай, когда 0m , а затем адаптируем 

полученный метод для генерации случайных процессов с любым другим 
m . Линейное преобразование для получения реализаций случайного 
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процесса )(t  в матричной форме может быть представлено следующим 
выражением: 
 , (5.9) 

где Y  – вектор реализаций искомого случайного процесса )(t ; X  – 

вектор реализаций случайных величин i ; A  – некоторая пока неиз-
вестная матрица линейного преобразования. Выберем A  в виде тре-
угольной матрицы, тогда уравнение (5.9) будет иметь вид 

 

nnnnnn xaxaxay

xaxay
xay











2211

2221212

1111

. (5.10) 

Коэффициенты матрицы A  могут быть найдены при помощи из-
вестной корреляционной функции случайного процесса. На основании 
данной функции построим матрицу корреляционных коэффициентов 

nmR  размерности nn . Для этого используем разности между моментами 
времени, в которые необходимо сгенерировать реализации искомого 
случайного процесса: 
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По определению корреляционные коэффициенты задаются следующим 
образом: 

    jiijjiij RyyMyyMR  . 

Принимая во внимание, что дисперсия случайной величины   равна 1 и, 
следовательно, 

  
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







ji
ji

xxM ji 0
1

 (5.12) 

с учетом (5.10) вычислим коэффициенты ijR : 

XAY 
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Из полученных уравнений выражаем элементы матрицы A : 
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где 





1

1

2
l

j
ljllll aRa . 

Таким образом, в соответствии с известным выражением для корре-
ляционной функции можно вычислить элементы матрицы линейного 
преобразования, используя выражения (5.13), а затем получить реализа-
ции моделируемого случайного процесса при помощи выражения (5.9), 
предварительно сгенерировав реализации случайных величин i . Слу-
чайный процесс, сгенерированный таким образом, будет иметь нулевое 
математическое ожидание. Если необходимо сгенерировать реализации 
случайного процесса с некоторым m , отличным от 0, то это может быть 
выполнено путем прибавления к элементам вектора Y  соответствую-
щей величины m . 

Представленный алгоритм моделирования позволяет получать лишь 
необходимые корреляционные связи между реализациями случайного 
процесса в различные моменты времени. Законы же распределения в 
различные моменты времени нигде не принимаются во внимание, а сле-
довательно, могут быть любыми. Единственным требованием является 
выполнение выражения (5.12) для случайных величин  .  

Стоит отметить, что при увеличении n  количество вычислений и 
оперативной памяти ЭВМ, требуемые для данного метода, увеличивают-



54 

ся из-за роста размеров используемых матриц. Данный факт является не-
достатком приведенного выше метода. 

Метод канонического разложения. Согласно данному методу мо-
делируемый случайный процесс )(t  представляется в виде канониче-
ского разложения вида 

    





1k

kk tVt  , (5.14) 

где kV  – некоррелированные случайные величины с математическим 
ожиданием 0 и дисперсией 2

k , )(tk  – детерминированные функции ка-
нонического разложения. 

Выражение (5.14) используется непосредственно при моделирова-
нии для получения реализаций искомого случайного процесса. Учитывая 
тот факт, что случайные величины kV  некоррелированы между собой и 
их математическое ожидание равно 0, корреляционная функция искомо-
го случайного процесса будет выглядеть следующим образом: 
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kkk ttttMttR  . 

В общем случае сумма в выражении (5.14) содержит бесконечное 
число слагаемых, однако на практике ее заменяют некоторой конечной 
суммой, где переменная суммирования k  изменяется от 1  до N . 

Основной задачей при использовании метода канонического разло-
жения является определение дисперсий 2

k  случайных величин kV  и ви-
да функций )(tk , которые в общем случае могут быть заданы различ-
ными способами. 

Часто в качестве координатных функций выбирают систему орто-
нормированных функций, которые удовлетворяют следующему усло-
вию: 

   
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 mn
mn

dttt nmmn ,0
,1

 . 

Теоретически доказано (теорема Карунена – Лоева), что разложение слу-
чайного процесса в ряд с некоррелированными коэффициентами по ор-
тонормированной системе функций может быть произведено всегда. При 
этом дисперсии 2

k  находятся как собственные значения, а функции 
)(tk  как собственные функции следующего интегрального уравнения: 

        tdsspsstR
G

  , , (5.15) 
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где G  – интервал разложения (в том числе и бесконечный), ),( stR  – кор-
реляционная функция случайного процесса )(t , )(sp  – некоторые про-
извольно выбираемые неотрицательные весовые функции, которые мо-
гут использоваться для получения более удобного для вычислений ре-
зультата. 

Прямое использование уравнения (5.15) для практических целей в 
большинстве случаев является неудобным по причине вычислительных 
сложностей, которые возникают при его решении. По этой причине час-
то пользуются приближенными способами определения случайных ко-
эффициентов и функций канонического разложения. 

Предположим, что необходимо на конечном числе временных точек 
ntt ,,1   получить реализации случайного процесса )(t , для которого за-

дана корреляционная функция ),( ttR  . Случайный процесс )(t  может 
быть аппроксимирован другим случайным процессом )(* t , представи-
мым в виде канонического разложения (5.14) и таким, что его корреля-
ционная функция ),(* ttR   совпадает в выделенных точках с ),( ttR  . По-
казано, что для этого можно использовать каноническое разложение с 
конечным числом слагаемых, равным выбранному числу точек по вре-
мени: 
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причем k  и )(tk  определяются по следующим рекуррентным форму-
лам: 
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. (5.16) 

В результате получаем следующий алгоритм для моделирования: 
 на основании заданной корреляционной функции моделируемого 

случайного процесса ),( ttR   получаем дисперсии 2
k  и функции 

канонического разложения по формулам (5.16); 
 получаем nxx ,,1   – реализации некоррелированных случайных 

величин с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1; 
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 получаем реализации iy  случайного процесса )(t  по формуле 
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
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k
ikkki txy

1
 . 

Строго говоря, корреляционная функция смоделированного таким 
образом случайного процесса совпадает с корреляционной функцией ис-
ходного процесса только в выбранных точках. Но если точки подобраны 
так, что значения в соседних точках сильно коррелированы, то )(* t  мо-
жет использоваться в этом случае для моделирования и в других проме-
жуточных точках. Если положить закон распределения случайных коэф-
фициентов kV  нормальным, то получим алгоритм для точного моделиро-
вания нормального случайного процесса (не в рамках корреляционных 
представлений, а в рамках многомерных распределений).  

Преимущество приведенного выше приближенного алгоритма со-
стоит в том, что он позволяет получить каноническое разложение с по-
мощью обычных алгебраических операций, не прибегая к решению ин-
тегральных уравнений. Данный алгоритм особенно удобен при неболь-
шом числе дискретных точек по времени. 

Метод разложения в ряд Фурье. Наиболее простым частным слу-
чаем ортогонального разложения на конечном интервале ],0[ T  для ста-
ционарных случайных процессов является разложение, при котором в 
качестве собственных функций выбирают синусы и косинусы. Тогда 
случайный процесс )(t  может быть представлен в следующем виде: 

      
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
0

sincos
k

kkkk tUtVt  , Tt 0 , (5.17) 

где kV  и kU  – некоррелированные случайные амплитуды гармоник; 
kk 1   – частоты, кратные основной частоте. Таким образом, как сле-

дует из (5.17), при действительном t  )(t  является случайной периоди-
ческой функцией  с  периодом  11 2 T .   В  общем  случае  1T   не  
совпадает с T . 

Построим алгоритм моделирования, основанный на представлении 
(5.17). Поскольку kV  и kU  некоррелированы, то корреляционная функ-
ция ),( ttR   для )(t  может быть представлена в следующем виде: 
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где )( kVD  и )( kUD  – дисперсии случайных коэффициентов kV  и kU . Ес-
ли принять 2)()( kkk UDVD  , то формула (5.18) будет иметь вид 
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Как видно из выражения (5.19), корреляционная функция в данном 
случае зависит лишь от разности аргументов. При этом )(R  является 
периодической функцией с периодом 1T  равным периоду )(t , а диспер-
сии 2

k  являются коэффициентами разложения )(R  в ряд Фурье по ко-
синусам. 

Зная величину интервала разложения T , находим коэффициенты 
разложения корреляционной функции )(R  заданного процесса в ряд 
Фурье по косинусам на удвоенном интервале ),( TT : 
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где 
T


 1 ; ,2,1k  . 

Величины 22
0 , k  в формулах (5.20) представляют собой дисперсии 

случайных коэффициентов kV  и kU  в искомом разложении. Если вели-
чина интервала T  такова, что при T  значения корреляционной функ-
ции пренебрежимо малы, то верхний предел интегрирования в выраже-
ниях (5.20) можно заменить на бесконечность. Тогда выражения (5.20) 
будут иметь вид 
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где        




 
0

cos2   dRdeRG j  – энергетический спектр мо-

делируемого случайного процесса. Дисперсии 2
k  с точностью до мно-
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жителя совпадают со значениями спектральной плотности )(G  в точках 
Tkkk   1 , ,1,0k  Данный факт делает процесс вычисления 

дисперсий весьма простым при известной функции спектральной плот-
ности. 

Если выбрать некоторый постоянный шаг дискретизации по време-
ни NTt  , то моменты времени будут представлены в виде tntn  . 
Тогда реализации случайного процесса в такие моменты времени можно 
получить по формуле 
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m

k
kkn N

nkU
N

nkVt
0

sincos 
 , Nn ,,1 , (5.22) 

где учтено, что 
N

nk
N
Tn

T
ktk


  . На практике число слагаемых в фор-

муле (5.22) можно выбрать исходя из следующего условия: 
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k
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11 , 

где   – некоторая достаточно малая величина. Это неравенство выража-
ет тот факт, что сумма дисперсий 2

k  должна быть равна дисперсии мо-
делируемого случайного процесса. 

При моделировании нормального случайного процесса kV  и kU  бу-
дут являться нормальными случайными величинами. В этом случае ал-
горитм моделирования может быть представлен в виде 
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

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m

k
kkn N

nkEt
0

cos 


 , (5.23) 

где kE  – случайные коэффициенты, подчиняющиеся распределению Ре-
лея, функция плотности распределения которого задается формулой 

 
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2
2





x

E exxf


 , 0x , 

где параметр k  , k  – случайные фазы гармоник, независимые от 
kE  и равномерно распределенные в интервале ]2,0[  . 

Алгоритмы (5.22) и (5.23) для получения реализаций моделируемого 
случайного процесса требуют вычисления значений тригонометрических 
функций. Алгоритмы вычисления тригонометрических функций обычно 
реализуются в виде стандартных подпрограмм и требуют значительных 
вычислительных затрат, что снижает эффективность моделирования. 
При постоянном шаге дискретизации объем вычислений можно значи-
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тельно сократить, если использовать рекуррентные алгоритмы для вы-
числения тригонометрических функций от аргументов вида 

Nn
N

nk ,,1, 
 . Для построения таких рекуррентных алгоритмов можно 

использовать следующие равенства: 
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 (5.24) 

Как видно из выражений (5.24), достаточно вычислить значения 
тригонометрических функций при 1n , а их значения при других n  мо-
гут быть получены рекуррентным образом. Использование рекуррентных 
формул (5.24) вместо прямого вычисления тригонометрических функций 
на каждом шаге вычислений сокращает число используемых элементар-
ных операций на порядок и более, в зависимости от того, какое число 
элементарных операций задействовано при вычислении тригонометриче-
ских функций. Данный факт позволяет существенно сократить время мо-
делирования. 

Л е к ц и я  6  

МЕТОД  СКОЛЬЗЯЩЕГО  СУММИРОВАНИЯ 

Ранее был рассмотрен ряд методов, позволяющих выполнять моде-
лирование случайных процессов, заданных на конечном интервале вре-
мени, в рамках корреляционной теории. Как было отмечено, основным 
недостатком этих методов является значительное увеличение вычисли-
тельных затрат на моделирование при формировании реализаций боль-
шой длины. Данный факт часто затрудняет использование описанных 
ранее методов моделирования на практике.  

В общем случае при моделировании больших реализаций случай-
ных процессов не существует единых эффективных методов моделиро-
вания. Однако на практике приходится чаще всего сталкиваться с необ-
ходимостью моделирования случайных процессов, обладающих опреде-
ленными свойствами и относящихся к некоторому достаточно узкому 
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классу. Примерами таких процессов могут служить, прежде всего, ста-
ционарные нормальные случайные процессы и стационарные случайные 
процессы, являющиеся порождением нормальных в нелинейных систе-
мах. Для этих классов случайных процессов существуют достаточно эф-
фективные алгоритмы моделирования. 

Моделирование стационарного нормального случайного процесса 
 t  в некоторых точках области определения Mntn ,,1,   основано на 

линейном преобразовании стационарной последовательности ][nx  неза-
висимых нормальных случайных величин (дискретного белого шума) в 
последовательность ][n , которая коррелирована по заданному закону. 
Особенностью методов, которые будут рассмотрены далее, является то, 
что с их помощью можно получать реализации нормального случайного 
процесса сколь угодно большой длины. 

Метод скользящего суммирования. Согласно данному методу 
реализации моделируемого нормального случайного процесса могут 
быть получены с использованием следующего линейного преобразова-
ния: 

 , (6.1) 

где ][nx  – последовательность независимых нормальных случайных ве-
личин с 0xm  и 12 x , kc  – пока неизвестные коэффициенты линейно-
го разложения. Заметим, что для получения первой  реализации случай-
ного процесса требуется N  реализаций ][nx . Для вычисления каждой 
последующей реализации ][n  требуется получить одно дополнительное 
случайное число последовательности ][nx . При этом для вычисления 
очередного значения ][n  используется N  последних реализаций ][nx . 
Таким образом, при вычислении значений случайного процесса операция 
суммирования в выражении (6.1) смещается (скользит) вдоль последова-
тельности ][nx  в сторону значений, полученных последними. Отсюда 
происходит и название рассматриваемого метода.  

Зависимость (коррелированность) между получаемыми значениями 
случайного процесса ][n  и ][ mn   обеспечивается за счет того, что в 
их вычислении участвует mN   общих случайных величин исходной по-
следовательности ][nx . При Nm   значения случайного процесса ][n  и 

][ mn   становятся некоррелированными. Из выражения (6.1) очевидно, 
что характер корреляционных связей между ][n  и ][ mn   может уста-
навливаться только за счет выбора коэффициентов разложения kc . 
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Обозначим известную корреляционную функцию моделируемого по 
формуле (6.1) стационарного нормального случайного процесса )(t  как 

)(R . Тогда значения данной корреляционной функции могут быть ис-
пользованы для нахождения неизвестных до сих пор весовых коэффици-
ентов kc , которые входят в выражение (6.1). Для решения данной задачи 
существует несколько подходов, которые будут рассмотрены далее. 

Получение коэффициентов kc  путем решения нелинейной алгебраи-
ческой системы уравнений. 

С учетом определения корреляционной функции (выражение (5.5)) 
можно установить связь в точках nt  между значениями )(R  и коэффи-
циентами kc  в разложении (6.1), которая выглядит следующим образом: 
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 (6.2) 

где учтено, что для независимых случайных величин ][nx  справедливо 
равенство 
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Система нелинейных относительно весовых коэффициентов kc  
уравнений (6.2) может быть представлена в матричной форме следую-
щим образом: 
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Для решения нелинейной системы уравнений (6.2) можно в общем 
случае воспользоваться численными методами, однако при увеличении 
размерности системы вычисления будут становиться более трудоемкими. 
Кроме того, если точки tntn   и система (6.2) была решена численно 
для некоторого шага дискретизации, то при изменении t  требуется по-
вторно решать нелинейную систему уравнений, что обычно связано со 
значительными вычислительными затратами, либо применять алгоритмы 
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интерполяции по ранее полученным значениям случайного процесса со 
старым шагом дискретизации, что сопряжено с потерей точности вычис-
лений. 

Получение коэффициентов kc  путем разложения корня квадратно-
го из функции спектральной плотности моделируемого процесса в ряд 
Фурье. 

Данный подход к получению коэффициентов kc  разложения (6.1) 
позволяет представить их в виде аналитических выражений. Получить 
данные аналитические выражения можно представив формирование слу-
чайного процесса )(t  как результат прохождения белого шума через 
некоторую линейную систему. 

Пусть необходимо смоделировать непрерывный стационарный нор-
мальный случайный процесс )(t  с нулевым математическим ожиданием 
и заданной корреляционной функцией )(R . Энергетический спектр 
данного случайного процесса вычисляется как преобразование Фурье от 
его корреляционной функции 

 . (6.3) 

Обычно спектральная плотность )(G  при достаточно больших   
убывает и после некоторой частоты c  становится пренебрежимо малой 
(рис. 6.1). Тогда при моделировании случайный процесс )(t  можно с 
достаточной степенью точности заменить случайным процессом )(0 t , 
который имеет ограниченную спектральную плотность вида 
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Пусть случайный процесс )(0 t  яв-
ляется результатом воздействия на 
некоторую непрерывную линейную 
систему непрерывного нормально-
го белого шума )(tx  со спектром 

, ограниченным частотой c . То-
гда передаточная функция такой 

системы может быть получена из следующего соотношения: 
 . (6.4) 
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Рис. 6.1. Спектральные плотности вход-
ного и выходного сигналов 
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Соотношение (6.4) выражает известный в теории случайных про-
цессов факт: энергетический спектр шума на выходе линейной системы 
равен произведению энергетического спектра входного шума на квадрат 
модуля передаточной функции (комплексной частотной характеристики) 
системы. В общем случае выражению (6.4) удовлетворяет множество ли-
нейных систем, которые могут отличаться друг от друга своими фазо-
частотными характеристиками, которые являются аргументами ком-
плексной функции  jK . Для дальнейшего рассмотрения будем ис-
пользовать одну из таких систем с нулевой фазочастотной характеристи-
кой. Тогда передаточная функция 0K  такой системы будет вещественной 
и, как следует из выражения (6.4), будет равна 

 . (6.5) 

Пусть рассматриваемая нами линейная система обладает некоторой 
импульсной переходной характеристикой )(th , которая определяется как 
реакция системы в некоторый момент времени на   – импульс, посту-
пивший на вход системы на   единиц времени раньше. Тогда связь вход-
ного и выходного сигналов будет иметь вид 

 . (6.6) 

Импульсная переходная характеристика системы связана с ее передаточ-
ной функцией преобразованием Фурье: 
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Тогда с учетом формулы (6.5) выражение для переходной характеристи-
ки )(th  будет иметь вид 
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где учтен тот факт, что )(0 jK  является действительной четной функ-
цией. 

Покажем, что значения ][0 n  моделируемого случайного процесса 
)(0 t  на выходе рассматриваемой нами линейной системы в моменты 
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ния ][nx  входного процесса )(tx  и дискретные значения ][nh  импульс-
ной переходной характеристики системы )(th . 

Случайный процесс )(tx  на входе системы может быть представлен 
в виде ряда Котельникова: 

 , (6.9) 
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показывает связь между непрерывным белым шумом )(tx  со спектром, 
ограниченным частотой c , и дискретным белым шумом ][nx , значения 
которого совпадают с )(tx  в точках tn . Поскольку дисперсия ][nx  при 
использовании в выражении (6.1) равна 1, то 
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Последнее выражение определяет связь между спектральной плотностью 
входного белого шума, а также шагом дискретизации по времени и час-
той c , ограничивающей энергетический спектр моделируемого случай-
ного процесса. 

Значения моделируемого случайного процесса в выбранных нами 
временных точках с учетом соотношения (6.6) могут быть получены при 
помощи следующего выражения: 
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Для нахождения ][0 n  разложим функцию )(th , обладающую в силу 
(6.8) ограниченным спектром, в ряд Котельникова: 
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


n

n tfnhth , (6.12) 

где 
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Подставив в (6.11) выражения (6.9) и (6.12), получим 

 . (6.13) 

Учитывая то, что )()(  mnm ftnf  , а также то, что функции 
)(tfn  являются ортогональными, т. е. 
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


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
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
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,
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

, 

окончательно получаем 

      





k

knxkcn 00 , (6.14) 

где с учетом (6.8) 

 . (6.15) 

Как следует из (6.15), коэффициенты ][0 kc  являются коэффициен-
тами Фурье в разложении функции )(0 jK  на интервале ),( cc  . Как 
правило, коэффициенты ][0 kc  достаточно быстро убывают. Если, напри-
мер, функция )(0 jK  непрерывна, то для ][0 kc  существует следующая 
оценка: 

  20 k
Qkc  , 

где Q  – некоторое положительное число. 
По этой причине на практике достаточно ограничиться небольшим 

числом членов в (6.14). На основании этого данное выражение можно 
переписать в следующем виде: 

 . (6.16) 

Поскольку исходная последовательность ][nx  стационарна, то ста-
тистические свойства последовательности ][* n  не изменятся, если 
формулу (6.16) переписать в следующем виде: 
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где 12  pN , а ]1[  pkcc ok . Выражение (6.17) совпадает с общей 
формулой для метода скользящего суммирования (6.1), где коэффициен-
ты kc  могут быть найдены с использованием заданной корреляционной 
функции моделируемого случайного процесса при помощи (6.3) и (6.15). 

На практике количество слагаемых в разложении (6.1), а соответст-
венно и коэффициентов kc , можно найти исходя из следующего условия: 




 


N

k
kc

1

2
2

11 , 

где 2  – дисперсия моделируемого случайного процесса,   – некоторая 
малая константа. Данное неравенство основано на том, что сумма квад-
ратов весовых коэффициентов должна быть равна дисперсии модели-
руемого случайного процесса. 

Л е к ц и я  7  

МЕТОД  РЕКУРРЕНТНЫХ  РАЗНОСТНЫХ  УРАВНЕНИЙ 

При использовании метода рекуррентных разностных уравнений 
реализации моделируемого случайного процесса ][n  в M точках облас-
ти его определения могут быть получены с использованием следующего 
линейного преобразования: 

      



m

k
k

l

k
k knbknxan

10
 , (7.1) 

где ][nx  – последовательность независимых нормальных случайных ве-
личин с 0xm  и 12 x , ka  и kb  – пока неизвестные коэффициенты. Как 
видно из выражения (7.1), для получения очередной реализации модели-
руемого случайного процесса ][n  используются как реализации незави-
симых случайных величин ][nx , так и реализации самого моделируемого 
случайного процесса, которые были получены в ряде предыдущих точек. 
По этой причине формула, используемая для выполнения моделирова-
ния, представляет собой рекуррентное выражение. Алгоритм, представ-
ленный соотношением (7.1), требует задания начальных условий, т. е. 
некоторых предыдущих значений ][ kn  , которые будут использовать-
ся для вычисления первого значения этой последовательности. Эти зна-
чения можно выбрать нулевыми. В этом случае в начале сгенерирован-
ной последовательности ][n  будет наблюдаться некоторый переходной 
процесс и на начальном участке полученная последовательность будет 
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искаженной. Однако после окончания переходного процесса ][n  стано-
вится стационарной, и получаемые далее значения могут использоваться 
для построения реализаций )(t . 

Необходимо отметить, что рекуррентный алгоритм вида (7.1) при-
меним только для моделирования ограниченного класса стационарных 
нормальных процессов, корреляционные функции которых обладают 
специальными свойствами. Преобразование Фурье от таких корреляци-
онных функций, которое позволяет получить функцию спектральной 
плотности случайного процесса, представляет собой дробно-
рациональную функцию вида 

    
 
 


 

2

1
G
GdeRG j  





 , (7.2) 

где )(1 G  и )(2 G  – полиномы степени l  и lm   соответственно. 
Корреляционные функции, соответствующие спектральной плотно-

сти (7.2), в общем виде задаются следующим выражением: 
 0;,)(  kkkk

k
k jeCR k   , (7.3) 

где kC  – полиномы относительно  . Для случая вещественных процессов 
корреляционная функция (7.3) может быть представлена в следующем 
виде: 

   
 keBAR

k
kkkk


  sin)(cos)()( , (7.4) 

где множители )(kA  и )(kB  представляют собой  полиномы относи-
тельно  . 

Основной задачей при построении алгоритма моделирования с ис-
пользованием метода рекуррентных разностных уравнений является на-
хождение коэффициентов ka  и kb , выражения для которых будут опре-
деляться корреляционной функцией моделируемого случайного процес-
са. Получение данных параметров рекуррентного алгоритма возможно 
методами приведенными далее. 

Метод факторизации спектральной плотности случайных процес-
сов. 

Пусть требуется смоделировать стационарный случайный процесс 
)(t , корреляционная функция которого )(R  задается выражением 

(7.4). Поскольку при моделировании задача состоит в нахождении реали-
заций )(][ tnn   случайного процесса )(t  на множестве дискретных 



68 

точек, то корреляционная функция моделируемого случайного процесса 
для данного случая может быть переписана в дискретной форме 

        n

k
kkkk

kennBnnAnR 



  sincos , (7.5) 

где ][nAk  и ][nBk  представляют собой дискретные многочлены, 
tkk   и tkk    – безразмерные параметры. 

По аналогии с непрерывным случайным процессом )(t  для связан-
ного с ним дискретного случайного процесса ][n  вводится понятие 
спектральной плотности, которая определяется следующим выражением: 

  





n

njenR )( , (7.6) 

где t  – безразмерная частота. Обозначив jez  , можно перепи-
сать выражение (7.6) в следующем виде: 

    





n

nznRzF)( . (7.7) 

Как и для случая непрерывных функций )(R  и )(G , спектральная 
плотность )(zF  случайного процесса с корреляционной функцией (7.5) 
является дробно-рациональной функцией относительно jez   и может 
быть представлена в виде 

 
)('
)(')(

zB
zAzF  , (7.8) 

где l
l zAzAAzA 
 '...'')(' 10 , m

m zBzBBzB 
 '...'')(' 10 , ml  . 

Для вещественных процессов коэффициенты в данных полиномах явля-
ются вещественными числами. 

Из теории случайных процессов известно, что энергетический 
спектр шума на выходе некоторой линейной системы равен произведе-
нию энергетического спектра входного шума на квадрат модуля переда-
точной функции системы. Если на вход системы подается дискретный 
нормированный белый шум ][nx , спектральная плотность которого 

1xG , а передаточная функция рассматриваемой системы задана выра-
жением 

 
)(
)()(

zB
zAzK  , (7.9) 

то спектральная плотность шума на выходе системы в соответствии с 
вышесказанным будет равна 
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 1
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


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zB
zA

zB
zA

zB
zAzKzF . (7.10) 

Если в (7.10) )(zA  и )(zB  являются полиномами относительно z , то 
спектральная плотность в (7.10) является дробно-рациональной. В этом 
случае, сравнивая (7.8) и (7.10), приходим к выводу, что дискретный 
случайный процесс ][n , который соответствует моделируемому непре-
рывному случайному процессу )(t , может быть получен путем пропус-
кания дискретного нормированного белого шума через дискретный ли-
нейный фильтр с рациональной передаточной функцией, удовлетворяю-
щей следующему уравнению: 

 . (7.11) 

Выражение (7.11) позволяет определить вид передаточной функции 
)(zK  по известной спектральной плотности )(zF . Поскольку уравнение 

(7.1) фактически описывает поведение линейной системы с передаточной 
функцией, которая задается формулой (7.9), то коэффициенты полино-
мов )(zA  и )(zB , входящих в (7.9) и будут определять коэффициенты ka  
и kb  в рекуррентном уравнении рассматриваемого метода. 

Таким образом, можно выделить следующие шаги при построении 
алгоритма моделирования. 

Шаг 1. Нахождение спектральной плотности )(zF  моделируемого 
случайного процесса ][n  по заданной корреляционной функции )(R  с 
использованием выражений (7.5) – (7.7). На данном этапе часто перед 
нахождением спектральной плотности )(zF  корреляционную функцию 
моделируемого случайного процесса удобнее представить в комплекс-
ном виде (7.3). Кроме того, для вычисления суммы ряда (7.7) удобно 
представить его в следующем виде: 
        01 RzFzFzF   , (7.12) 

где 

    




 
0n

nznRzF . (7.13) 

В данном случае сначала согласно (7.13) вычисляется )(zF  , а затем 
)(zF  на основании (7.12). 
Шаг 2. Факторизация )(zF , т. е. разбиение ее на два сомножителя: 
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с целью нахождения выражения для дробно-рациональной передаточной 

функции  
 
 zB
zAzK  .  

Выполнение факторизации для дробно-рациональной спектральной 
плотности )(zF  возможно на основании приводимой в литературе тео-
ремы о разложении дробно-рациональных неотрицательных функций. 

Теорема 7.1. Всякая неотрицательная рациональная относительно z  
функция: 
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может быть представлена в виде  
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 (7.14) 

где C и C  – некоторые константы, kv  и kw  соответственно корни поли-
номов )(' zA  и )(' zB , kv  – те из корней kv , которые по модулю больше 1 
и половина корней равных 1, kw  – те из корней kw , которые по модулю 
больше 1. Отметим, что в общем случае приведенные выше корни поли-
номов являются комплексными числами. 

Тогда, как следует из теоремы, передаточная функция )(zK  будет 
иметь вид 
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Множитель C  находится из условия: 
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Шаг 3. Преобразование передаточной функции )(zK  к виду 
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Данное преобразование состоит в делении числителя и знаменателя 
в (7.15) на 0B . 

Метод дискретизации непрерывных формирующих фильтров. 
Пусть необходимо смоделировать случайный процесс )(t , который 

является реакцией линейной системы на воздействие нормированного 
белого шума )(tx  с единичной спектральной плотностью. Выходной сиг-
нал линейной системы задается следующим выражением: 

      




  dthxt , (7.16) 

где )(th  – импульсная переходная характеристика рассматриваемой ли-
нейной системы. Для физически реализуемых систем 

0,0)(,0)(  ttxth . Тогда выражение (7.16) приобретает вид 

      




  dthxt . (7.17) 

Пусть известна импульсная переходная характеристика линейной 
системы, которая задана следующим образом: 
   0,   tCeth t . (7.18) 

Тогда с учетом (7.16) моделируемый случайный процесс может 
быть получен с использованием следующего выражения: 

          
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
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t
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  . (7.19) 

С  учетом  выражения  (7.19)  значение )(t  в точке tt   будет 
равно 
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      
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
tt

tt dexCtt
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  . (7.20) 

Разобьем  интервал  интегрирования  в  выражении  (7.20)  на два 
подынтервала и перепишем (7.20) в виде 
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)(t  и   – независимые  между собой интегралы от белого шума по 
неперекрывающимся временным интервалам. Учитывая, что значения 

)(tx  в различные моменты времени независимы, получим выражение для 
дисперсии  : 
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C учетом выражений (7.21) и (7.22) получаем рекуррентный алго-
ритм для моделирования случайного процесса )(t : 

   ][12/]1[][]1[][ 22 nxCnnxnen t     , 

где te   , ][nx  – последовательность независимых нормальных слу-
чайных величин с параметрами )1,0( . 

Рассмотренные методы скользящего суммирования и рекуррентных 
разностных уравнений предназначены для моделирования стационарных 
нормальных случайных процессов. Оба метода основаны на выполнении 
линейного преобразования последовательности независимых нормаль-
ных случайных величин в последовательность реализаций случайного 
процесса с заданной корреляционной функцией. Для каждого из рас-
смотренных методов моделирования существуют различные подходы к 
получению  коэффициентов  соответствующего  линейного  преобразо-
вания. 

Метод скользящего суммирования является универсальным мето-
дом, пригодным для моделирования стационарных нормальных случай-
ных процессов независимо от конкретного вида корреляционной функ-
ции или спектральной плотности моделируемого процесса. Если модели-
руемый процесс задан своей корреляционной функцией, а его спектраль-
ная плотность неизвестна и ее вычисление путем взятия преобразова-
ния Фурье от корреляционной функции затруднительно, то получение 
весовых коэффициентов в методе скользящего суммирования может 
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быть выполнено путем аналитического или численного решения нели-
нейной алгебраической системы уравнений. Если же спектральная плот-
ность рассматриваемого процесса задана или может быть легко получе-
на путем преобразования Фурье от известной корреляционной функции, 
то весовые коэффициенты метода скользящего суммирования могут 
быть получены путем разложения корня квадратного из функции спек-
тральной плотности моделируемого процесса в ряд Фурье. Стоит также 
отметить, что метод скользящего суммирования является, вообще гово-
ря, приближенным методом, поскольку при моделировании используется 
конечное число слагаемых. Точность может быть увеличена за счет уве-
личения числа слагаемых, однако при этом будут увеличиваться требуе-
мые вычислительные затраты. 

Метод рекуррентных разностных уравнений предпочтительно ис-
пользовать в случае, если спектральная плотность моделируемого ста-
ционарного нормального случайного процесса является дробно-
рациональной функцией. В этом случае данный метод будет более эко-
номичен с точки зрения вычислительных затрат. 

Л е к ц и я  8  

МОДЕЛИРОВАНИЕ  ТИПОВЫХ  НОРМАЛЬНЫХ 
И  НЕГАУССОВСКИХ  СЛУЧАЙНЫХ  ПРОЦЕССОВ 

В изложенном ранее материале было приведено описание методов 
моделирования стационарных нормальных случайных процессов, а так-
же были сформулированы критерии, определяющие как выбрать тот или 
иной метод для построения алгоритма моделирования при решении кон-
кретной задачи. Далее будут приведены примеры построения алгоритмов 
моделирования для некоторых типовых нормальных случайных процес-
сов с применением различных подходов, изложенных ранее, а также рас-
смотрены некоторые аспекты моделирования негауссовских случайных 
процессов. 

Моделирование стационарного нормального случайного про-

цесса с корреляционной функцией: 

   22

2

1 





R . (8.1) 

Как следует из сравнения формулы (8.1), для корреляционной функ-
ции рассматриваемого случайного процесса с обобщенным выражением 
для корреляционной функции случайного процесса с дробно-
рациональным спектром (формула (7.4)), данный случайный процесс не 



74 

относится к случайным процессам с дробно-рациональным спектром. По 
этой причине для моделирования данного случайного процесса будем 
использовать метод скользящего суммирования. Найдем выражение для 
спектральной плотности рассматриваемого случайного процесса, ис-
пользуя преобразование Фурье от его корреляционной функции (форму-
ла (6.3)): 
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 (8.2) 

В подтверждение выше сказанного из формулы (8.2) видно, что по-
лученная функция спектральной плотности не является дробно-
рациональной функцией (отношением полиномов), а следовательно, ис-
пользование рекуррентных методов невозможно.  

Графические зависимости корреляционной функции и спектральной 
плотности рассматриваемого случайного процесса приведены на рис. 8.1. 

Для построения   алгоритма   моделирования  найдем  коэффициен-
ты kc  в формуле (6.1) метода скользящего суммирования. Для этого вос-
пользуемся подходом, основанным на разложении квадратного корня 
спектральной плотности в ряд Фурье. В соответствии с формулой (6.15) 
получим 

Рис. 8.1. Графическое представление корреляционной функции случайного процесса 
(формула (8.1)) и его спектральной плотности (формула (8.2)) 
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Введем обозначение 
*


 c  и сделаем замену переменных 

c
x




 . 

Тогда выражение (8.3) примет следующий вид: 

. 

Интеграл в последнем выражении является табличным: 
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Учитывая, что в нашем случае 2a , kb   и, подставляя пре-
делы интегрирования, получим 
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После элементарных преобразований последнего выражения окон-
чательно получаем 

  
 

222

2
2

3
0 4

112
k

ekc
k













. (8.4) 

При достаточно больших c  1  и последнее выражение с учетом 
того, что экспонента будет достаточно быстро спадать, может быть пред-
ставлено в упрощенном виде 
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Вычислив искомые коэффициенты по формуле (8.4) или (8.5), мож-
но сформировать методом скользящего суммирования (по формуле (6.1)) 
последовательность ][n  с требуемой корреляционной функцией (8.1). 

Моделирование стационарного нормального случайного про-

цесса с корреляционной функцией 

 . (8.6) 
Как следует из формы выражения (8.6), рассматриваемый случай-

ный процесс является случайным процессом с дробно-рациональным 
спектром (формула (7.4)). Найдем функцию спектральной плотности 
данного случайного процесса: 
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Выполняя приведение к общему знаменателю и необходимые со-

кращения, а также вводя обозначения 





x  и 





0
0x , получаем окон-

чательное выражение для функции спектральной плотности 
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Корреляционная функция (8.6) и спектральная плотность (8.7) рас-
сматриваемого случайного процесса представлены графически на 
рис. 8.2. 

Поскольку рассматриваемый стационарный нормальный случайный 
процесс является случайным процессом с дробно-рациональной спек-
тральной плотностью, то для построения алгоритма его моделирования 
выберем метод рекуррентных разностных уравнений. Для получения не-
известных коэффициентов метода (формула (7.1)) применим подход, ос-
нованный  на  факторизации   спектральной  плотности  случайного  
процесса. 
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С учетом (8.6) корреляционная функция дискретного процесса ][n , 
соответствующего моделируемому случайному процессу, будет иметь 
вид 

   nenR n
0

2 cos 
 

 , 

где t   , t 00  , t  – шаг дискретизации. 
Запишем функцию ][nR  в комплексном представлении (7.3): 

  nn eenR 21

22

22
 

 , 

где 02,1  j  . 

Найдем спектральную плотность случайного процесса ][n . Под-
ставляя выражение для ][nR  в (7.13), получим 
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 (8.8) 

где 


 e  и учтено, что бесконечные суммы являются суммами беско-
нечных геометрических прогрессий. Подставляя полученное выражение 
в (7.12) и учитывая, что 2]0[ R , получим формулу для спектральной 
плотности )(zF : 

Рис. 8.2. Графическое представление корреляционной функции случайного процесса 
(формула (8.6)) и его спектральной плотности (формула (8.7)) 
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где выполнено приведение к общему знаменателю и 0
2

0 cos)1( A , 
)1( 4

1 A , 01 cos2 B , 2
2 B . 

Следующим этапом является выполнение факторизации полученной 
спектральной плотности )(zF . Как видно из последнего полученного 
выражения, знаменатель уже является произведением двух комплексно-
сопряженных многочленов и в факторизации не нуждается. Для пред-
ставления в аналогичной форме числителя найдем корни соответствую-
щего многочлена 
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В рассматриваемом случае оба полученных корня 2,1v  обращают в 
тождество следующее уравнение: 
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AC  . По этой причине анализ модуля этих корней 

можно не выполнять, а в качестве 1v  может быть выбран любой из них. 
Таким образом, в результате проведенной факторизации получаем сле-
дующее представление спектральной плотности )(zF : 
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)1()1(

)()(
2

2
1

1
2

21

1
1

1









zBzBzBzB
vzvzCzF . 

В соответствии с соотношением (7.15) получаем выражение для пе-
редаточной функции линейной системы 

  2
21

10
2

21

1

11
)(

zbzb
zaa

zBzB
vzCzK









 , 

где 1010 vAvCa  , 101 vACa  , 11 Bb  , 22 Bb  . 
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Соответственно рекуррентный алгоритм для моделирования рас-
сматриваемого случайного процесса будет выглядеть следующим обра-
зом: 

         211 2110  nbnbnxanxan  . 
 

Моделирование стационарного нормального случайного про-

цесса с корреляционной функцией: 

   
 

 eR 2 . (8.9) 
Как видно из сопоставления выражений (8.9) и (8.6), данный слу-

чайный процесс является частным случаем случайного процесса с корре-
ляционной функцией (8.6), где 00  . Тогда c учетом (8.7) функция 
спектральной плотности рассматриваемого процесса будет равна: 

  
  












 x

x
G ;

1
12

2

2
. (8.10) 

Графики корреляционной функции и спектральной плотности при-
ведены на рис. 8.3. 

Для построения алгоритма моделирования воспользуемся результа-
тами, полученными в предыдущем примере. На основании выражения 
(8.8) с учетом того, что для рассматриваемого случайного процесса 

00  , получим 

. 

Из этого выражения с учетом (7.12) получаем формулу для функции 
спектральной плотности )(zF : 

  te
zzz

zzF 






 

  



  ,,

1
1

21
1

22
2

Рис. 8.3. Графическое представление корреляционной функции случайного процесса 
(формула (8.9)) и его спектральной плотности (формула (8.10)) 
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 . (8.11) 

Как видно из последнего выражения, факторизацию числителя и 
знаменателя в данном случае проводить не требуется. Передаточная 
функция соответствующей линейной системы задается выражением: 

 
z

zK










1
1 2

. 

Тогда рекуррентный алгоритм моделирования принимает вид 

 ]1[][1]1[][][ 2
10  nnxnbnxan  . (8.12) 

Моделирование негауссовских случайных процессов. Часто ин-
формация о негауссовском случайном процессе )(t , который необхо-
димо смоделировать, задается совокупностью его одномерной функции 
плотности вероятности ),( tyf  и корреляционной функции ),( 21 ttR . В 
таком виде задача моделирования является неопределенной, поскольку 
не задано совместное многомерное распределение значений случайного 
процесса в различные моменты времени. В общем случае существует це-
лый класс процессов с различными многомерными распределениями и с 
одинаковыми ),( tyf  и ),( 21 ttR . По этой причине из этого класса можно 
выбрать какой-либо один из случайных процессов, построение которого 
будет наиболее приемлемым с точки зрения разрабатываемого алгоритма 
моделирования.  

Простейшее решение в данной ситуации состоит в приведении мо-
делируемого негауссова случайного процесса к совокупности гауссовых 
процессов посредством некоторого преобразования вида 
         ttvtvtvgt k ,,,, 21  , (8.13) 
где )(tvi  – независимые гауссовы случайные процессы с одномерными 
плотностями распределения: 

  2
2

2
1 x

v exf 



. 

В стационарном случае случайные процессы )(tvi  могут быть смо-
делированы одним из методов, представленных ранее. Преобразование 
(8.13) строится исходя из следующей формулы: 
    tft k ,,,1   , (8.14) 

 
)1()1(

11
1

1
1

1
1

2
2

1
2

 



















zzzz
zF








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выражающей моделируемый процесс )(t  через независимые базовые 
случайные величины i , ki ,,2,1  . Полагая )]([ tvF ivi i

  (поскольку 
функция распределения переводит значение случайной величины в зна-
чение базовой случайной величины), можно с учетом (8.14) представить 
формулу (8.13) в виде 
 . (8.15) 

Корреляционная функция моделируемого случайного процесса 
),( 21 ttR  также может быть представлена в виде некоторой функции от 

корреляционных функций процессов )(tvi : 
   }),(,,),({, 212121 1

ttRttRGttR
kvv  . (8.16) 

Если удается подобрать корреляционные функции гауссовых про-
цессов ),( 21 ttR

iv , которые удовлетворяют равенству (8.16) и являются 
удобными для моделирования )(tvi , то задача моделирования )(t  ока-
зывается решенной. Далее рассмотрим пример моделирования негауссо-
ва случайного процесса: 

Пример 8.1. Моделирование стационарного процесса с экспоненциальным рас-
пределением. 

Задача состоит в моделировании случайного процесса  t  с одномерной плот-
ностью вероятностей 

  0,   yeyf y
   

и корреляционной функцией  R . Для данного случайного процесса формула (8.13) 
может быть представлена в виде 

 , (8.17) 
где  tv1  и  tv2  являются независимыми гауссовыми случайными процессами с ну-
левыми средними и дисперсиями   2122

21
 vv . Как видно из (8.17), 

          12
2

2
1  tvMtvMtM . Кроме того, можно показать, что корреляционная 

функция  t  будет выражаться через корреляционные функции случайных процес-
сов  tv1  и  tv2  следующим образом: 

       



22

2 21
21

vv RRR  . (8.18) 

При подборе  
1vR  и  

2vR , удовлетворяющих последнему выражению, воз-
можны различные варианты. Например, можно положить: 

 . (8.19) 

  ])},({,)},({[ 11
ttvFtvFft kvv k



     tvtvt 2
2

2
1 

      2

1
2
1

21 
   RRR vv
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Тогда моделирование  t  сводится к получению реализаций двух независимых 
одинаково распределенных нормальных процессов с корреляционными функциями 
(8.19) и к последующему получению реализации  t  в соответствии с (8.17). Стоит 
отметить, что полученные в (8.19) корреляционные функции для нормальных слу-
чайных процессов должны в точке 0 быть равными  21 , поскольку в данной точке 
при нулевых средних и при условии стационарности рассматриваемого случайного 
процесса корреляционная функция равна дисперсии. В противном случае выражение 
(8.17) не будет давать возможность получать искомый случайный процесс  t  со 
средним 1 . 

Если, например, корреляционная функция стационарного случайного процесса 
с экспоненциальным распределением задается следующим образом: 

  )1(1
2







aeR 

 , 

то с учетом выражения (8.19) корреляционные функции стационарных нормальных 
процессов будут иметь вид 

    2

2
1

21






a

vv eRR 
 . 

Тогда с учетом алгоритма моделирования стационарных случайных процессов с 
нормальным распределением (8.12) и зависимости (8.17) получаем следующий ре-
куррентный алгоритм для моделирования стационарного случайного процесса с экс-
поненциальным распределением: 

   222
2

2

11
2 ]1[][1]1[][1][  nnxnnxn  , 

где  21 , 


 e , 2tat    . 
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4. МОДЕЛИРОВАНИЕ  СЛУЧАЙНЫХ  ПОТОКОВ 

 
Л е к ц и я  9  

ОПИСАНИЕ  ПОТОКОВ  СЛУЧАЙНЫХ  СОБЫТИЙ. 
ОБЩИЕ  ПОДХОДЫ  К  МОДЕЛИРОВАНИЮ 

СЛУЧАЙНЫХ  ПОТОКОВ 

Случайный поток это последовательность случайных событий, на-
ступающих в отдельные моменты времени на интервале моделирования 

];[ 0 TT  и характеризующихся только моментами своего появления. 
Графически поток случайных событий представлен на рис. 9.1 в ви-

де следующих одна за другой точек на временной оси. Моменты наступ-
ления событий потока обозначены как i  1,2,i .  

 
Рис. 9.1. Поток случайных событий 

Далее будем предполагать, что моменты наступления событий рас-
сматриваемого потока упорядочены во времени по возрастанию, т. е. 

TT i    210 . 
Можно сопоставить понятия случайного потока и случайного векто-

ра. В обоих случаях говорят о наборе реализаций в общем случае зави-
симых случайных компонент, однако основное отличие состоит в том, 
что число компонент случайного вектора фиксировано, а число компо-
нент случайного потока является случайным, и, более того, может быть 
бесконечным в случае, если область определения потока имеет беско-
нечную протяженность. Иначе говоря, случайный поток может рассмат-
риваться как случайный вектор со случайным числом компонент. 

Процесс моделирования случайного потока состоит в последова-
тельной генерации упорядоченных по возрастанию моментов наступле-
ния его событий. 

Для  задания случайных потоков часто используют параметриче-
ский  способ.   Поток  задан  параметрически,  если  известны  совмест-
ные плотности распределения  1,2,),;,,( 1  itt ii  и вероятности 

,2,1,0),(  kpk , где iii dtdttt  11 );,,(   – вероятность совместного 
попадания событий потока в интервалы ijtdtt jjj ,,2,1],,(  , при ус-
ловии, что на   выпало i  событий, а )(kp  – вероятность, что на   
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происходит ровно k  событий потока, 1)( 


ok
kp . Для получения реали-

зации потока случайных событий, заданного вышеуказанным способом, 
необходимо сначала смоделировать случайную величину  , с дискрет-
ным распределением ),(}1{),(}0{, 10  pPpPPk  , получая 
таким образом число событий на интервале  . Пусть в процессе моде-
лирования дискретной случайной величины   была получена ее реали-
зация i . Тогда, если 0i , то это означает, что на рассматриваемой об-
ласти моделирования случайного потока не произошло ни одного собы-
тия. Если 0i , то в случайные моменты  itt ,,1    наступают  события, 
совместная плотность вероятности которых равна );,,( 1 ii tt  . Таким 
образом, оставшаяся часть моделирования случайного потока сводится к 
задаче моделирования случайного вектора с известной совместной плот-
ностью распределения, для решения которой можно воспользоваться ме-
тодом обратных функций и получить систему уравнений относительно 
искомых itt ,,1  : 

   ijtttF jjj
i
j ,,2,1,,,/ 11    , (9.1) 

где j  – независимые реализации базовой случайной величины и услов-
ная функция распределения: 

    


 
j

j

t

t
j

i
jjj

i
j dtttttttF

1

1111 ,,/,,/   . (9.2) 

В свою очередь, условная плотность распределения, в подынте-
гральном выражении определяется следующим образом: 
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1
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 
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 

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ttt i

jj
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j

Tttt ijii
jj

i
j

ijj




 , (9.3) 

где 00 Tt  . 
Представленный выше метод моделирования случайных потоков 

непригоден для случая, когда T  и c вероятностью равной 1 на интер-
вале наблюдения наступает бесконечное число событий, поскольку в 
этом случае все )(kp  и );,,( 1 ii tt   с конечным индексом равны 0. 

В связи с этим рассмотрим еще один способ параметрического зада-
ния потоков случайных событий. Поток будет задан, если известны не-
нормированные плотности  ,2,1),,,( 1 itta ii , для которых 

iii dtdttta  11 ),,(  есть вероятность наступления на   не менее i  собы-
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тий, первые i  из которых попали в интервалы ijtdtt jjj ,,2,1],,(  . 
Предположим, что первые 1i  событие наступили в моменты времени 

11 ,, itt  . Для моделирования момента наступления следующего события 
найдем условную плотность вероятности 

 1;
)t,,(ta

)t,,(ta),...,/( 0
1-i11-i

i1i
11 




 atttq iii  (9.4) 

и вероятность id  наступления i -го события на   при условии, что 1i  
событие наступило в моменты времени 11 ,, itt  : 

 0011 ,),...,/(
1

Ttdttttqd
T

t
iii

i

 


 , (9.5) 

где dttttq iii ),...,/( 11  – вероятность наступления i -го события в интерва-
ле ],( iii tdtt   при условии, что 1i  предыдущих событий наступили в 
моменты времени 11 ,, itt  . 

Для каждого id  определяем дискретную случайную величину i , 
принимающую значения 0 или 1 с вероятностями 

ii dPdP  }1{,1}0{   и получаем ее реализацию. Если получен-
ное значение i  равно 0, то это означает, что на интервале наблюдения 
наступило 1i  событие и моделирование прекращается. Если 1i , то 
на   наступит  по  крайней  мере i  событий.  В  этом  случае  момент 
наступления i -го события it  может быть найден с использованием ус-
ловной функции распределения с применением, например, метода об-
ратных функций. Тогда уравнения для нахождения it  будет выглядеть 
следующим образом: 
   iiii tttF 11 ,,/  , (9.6) 
где 

  
 dt

d
tttqtttF

i

i

t

t i

ii
iii 




 

1

11
11

,,/,,/ 
 , (9.7) 

а i  – независимые реализации базовой случайной величины. Процесс 
моделирования случайного потока продолжается до тех пор, пока значе-
ние реализации дискретной случайной величины i  не станет равно 0. 

Часто при моделировании случайных потоков  с  использованием 
совместных плотностей  ,2,1),,,( 1 itta ii  можно существенно упро-
стить алгоритм моделирования, если расширить интервал наблюдения 
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];[ 0 TT  в сторону бесконечности и заменить его интервалом 
);[ 0  T . При использовании расширенной области  , процесс моде-

лирования продолжается до тех пор, пока очередной полученный момент 
наступления события it  не станет больше T , а реализацией потока будут 
события, попавшие в интервал ];[ 0 TT . Использование расширенной об-
ласти моделирования   особенно удобно в случае, если для моделируе-
мого случайного потока для любого конечного k  0)( kp . Для таких 
потоков из алгоритма моделирования, приведенного выше, можно ис-
ключить генерирование дискретной случайной величины i , поскольку 
для них все 1id  (обязательно наступает любое конечное число собы-
тий). 

Между представленными выше плотностями распределения 
);,,( 1 ii tt   и ),,( 1 ii tta   существует связь, которая определяется сле-

дующими математическими выражениями: 
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 (9.8) 

Справедливость выражений (9.8) следует из вероятностного смысла 
плотностей );,,( 1 ii tt   и ),,( 1 ii tta  . Действительно, дифференциал 

iii dtdttta  11 ),,(  есть вероятность появления на   либо ровно i  собы-
тий рассматриваемого потока в малой окрестности точек itt ,1  (что со-
ответствует );,,( 1 ii tt  ), либо любого другого числа событий iv  , 
первые i  из которых попали в малые окрестности точек itt ,,1  , а остав-
шиеся iv   могут располагаться справа друг от друга в любом месте 
правее точки it  (что определяется суммой во втором выражении (9.8)). 
Фактически интегрирование приведенных выше плотностей по некото-
рой переменной означает, что соответствующее событие потока может 
располагаться где угодно в пределах интервала интегрирования. Анало-
гичным образом можно дать интерпретацию первому из выражений 
(9.8). Согласно определения 11111 ),,,(  iiii dtdtttta   есть вероятность 
возникновения на   1i  или более событий, причем первые 1i  собы-
тие попадают в малые окрестности точек 11 ,, itt  . Проинтегрировав 
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данную плотность по переменной 1it , получим вероятность возникнове-
ния на   1i  или более событий, при условии, что первые i  событий 
попали в малые окрестности точек itt ,,1  , а оставшиеся находятся пра-
вее точки it . В то же время iii dtdttta  11 ),,(  есть вероятность появле-
ния на   i  или более событий, первые i  из которых попали в малые ок-
рестности точек itt ,,1  . Тогда разность, представленная в первом урав-
нении (9.8), умноженная на idtdt 1 , будет соответствовать вероятности 
возникновения на   ровно i  событий потока в малых окрестностях то-
чек itt ,,1  . Как следует из выше сказанного и в соответствии с опреде-
лением плотностей ),,,( 1 ii tt  , разность в правой части первого вы-
ражения (9.8) есть ничто иное, как ),,,( 1 ii tt  . 

Важно отметить, что плотности ),,( 1 ii tta   могут быть представле-
ны как плотности ]),[,,,( 01 iii tTtt  . Для подтверждения этого рассмот-
рим, как изменяются плотности );,,( 1 ii tt   при переходе от области 

],[ 0 TT  к области ],[ 0 tT . Из вероятностного смысла плотностей 
]),[;,,( 01 tTtt ii   следует, что дифференциал iii dtdttTtt  101 ]),[;,,(  

представляет собой вероятность выпадения на ],[ 0 tT  ровно i  точек пото-
ка в интервалах ijtdtt jjj ,,2,1],,(   независимо от факта появления в 
области ],[ Tt  точек рассматриваемого потока. Тогда 
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 (9.9) 

Сравнивая последнее выражение со вторым выражением из (9.8), 
получаем 
 . (9.10) 

В качестве альтернативы приведенным выше способам задания слу-
чайных потоков при помощи совместных распределений моментов на-
ступления событий  ,2,1,,,1 ii  можно рассмотреть способы, ис-
пользующие совместные распределения интервалов между соседними 
событиями случайного потока  ,2,1,,,1  ii , где 
 ijtt jjj ,,2,1,1   . (9.11) 

Определим для интервалов между событиями случайного потока 
системы совместных плотностей, аналогичных совместным плотностям 
для моментов наступления событий, которые были определены выше. 

    iiiii tTtttta ,,,,,, 011  
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Пусть 1,2,),,,...,( 1  iii   – совместная плотность распределения, 
для которой iii dd  11 ),,...,(   – совместная вероятность попадания 
временных интервалов между событиями потока в малые области 

ijd jjj ,,2,1],,(   , при условии, что на интервале наблюдения бы-
ло зафиксировано ровно i  интервалов между событиями случайного по-
тока. Соответственно ),...,( 1 iia   – совместные плотности распределе-
ния, для которых iii dda  11 ),...,(  есть вероятность того, что на   
было зафиксировано не менее i  интервалов между событиями случайно-
го потока, первые i  из которых попали в малые области 

ijd jjj ,,2,1],,(   . 
Плотности для интервалов между событиями случайного потока  

связаны с плотностями для моментов наступления его событий следую-
щим образом: 
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где ,2,1i  Процесс моделирования случайных интервалов между со-
бытиями аналогичен приведенному ранее процессу моделирования мо-
ментов появления событий потока. После получения интервалов между 
событиями случайного потока моменты возникновения событий могут 
быть получены с использованием (9.11): 

1 iii tt  . 
При моделировании случайных потоков важным моментом является 

построение единого подхода к их математическому описанию, который 
позволял бы одинаковым образом получать как описанные выше совме-
стные плотности вероятностей, используемые в процессе моделирова-
ния, так и основные характеристики моделируемого потока, позволяю-
щие контролировать правильность работы моделирующего алгоритма. 
Для построения такого математического описания случайных потоков 
используем введенные ранее совместные плотности );,,( 1 ii tt  . При 
помощи данных плотностей можно получать выражения для вероятно-
стей )(ip  выпадения на   ровно i  событий: 
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Для удобства использования в дальнейшем доопределим функцию 
);,,( 1 ii tt   на всю i -мерную область изменения ее аргументов так, 

чтобы она была симметричной при произвольной перестановке аргумен-
тов. Для этого используем операцию симметризации, в соответствии с 
которой доопределенная функция будет средним арифметическим ис-
ходных функций со всевозможными перестановками ее аргументов. По-
лученная плотность распределения однозначно описывает рассматри-
ваемый поток и допускает расширение интегрирования в выражении 
(9.12) на всю область i . С учетом того, что возможно !i  различных пе-
рестановок аргументов, выражение (9.12) может быть представлено в 
следующем виде: 
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 (9.13) 

Для вероятностей )(ip , представленных в (9.13), выполняется ус-
ловие нормировки 

   1
0




i
ip . (9.14) 

Поскольку плотности );,,( 1 ii tt   определяют как число событий 
потока, возникающих на интервале наблюдения, так и их местоположе-
ние на временной оси, то их удобно использовать для выполнения опе-
рации усреднения. Пусть ),,,( 21 vq    – некоторая функция, которая 
зависит как от числа точек потока v , так и от моментов наступления со-
бытий v ,,, 21   в реализации потока. Тогда среднее от такой функции 
по числу событий и их местоположению на временной оси задается сле-
дующим выражением: 

 . (9.15) 

Используя операцию усреднения, представленную в выражении 
(9.15), введем понятие производящего функционала потока случайных 
событий (ПФЛ):  
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где )(u  – некоторая пробная функция одного аргумента. 
ПФЛ случайного потока, представленный выражением (9.16), явля-

ется единым и достаточно универсальным математическим инструмен-
том для описания случайных потоков событий. Важная роль ПФЛ при 
описании случайных потоков состоит в том, что, зная его выражение для 
рассматриваемого потока, можно достаточно просто получать для этого 
потока совместные плотности распределения );,,( 1 ii tt   и ),,( 1 ii tta  , 
а также ряд характеристик потока, таких, например, как его интенсив-
ность, корреляционная функция и распределение числа событий на ин-
тервале наблюдения. 

Приведем некоторые свойства, которыми обладает ПФЛ. 
Свойство 1. Как следует из выражений (9.16), (9.14) и (9.13) 

  1,0 L . 
Свойство 2.       00,1 pL . 
Свойство 3. При наложении m  независимых случайных потоков с 

ПФЛ   miuL i ,,1,,)(  , ПФЛ суммарного потока равен произведению 
ПФЛ отдельных потоков, т. е. 

   



m

i

i uLuL
1

)( ;; . 

Свойство 4. При использовании ПФЛ для различных целей часто 
применяется операция функционального дифференцирования. Приведем 
ее упрощенную интерпретацию, которая используется при решении при-
кладных задач. Пусть  uB  – некоторый функционал, аргумент  tu  кото-
рого является функцией от переменной t . Дадим аргументу  tu  некото-
рое приращение  tu  и выделим линейную часть приращения функцио-
нала 

         udttutuEuBuuB o   


; , 

где  tuE ;  зависит от t  как обычная функция, является функционалом по 
 tu  и представляет собой функциональную производную  uB  по u  в 

точке t : 

 
 
 tu
uBtuE
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
; . 
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Вторая производная является производной от первой и т. д. Связь между 
производными соседних порядков выглядит следующим образом: 
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Рассмотрим ряд наиболее типичных примеров вычисления функцио-
нальной производной от различных функционалов: 

1) пусть )(][ tauB  , причем )(ta  не зависит от )(tu . Тогда 
0)(][ tuuB  ; 

2) пусть 


 dttutauB )()(][ . В этом случае )()(][ tatuuB  ; 

3) пусть )()(][ tutauB  . Тогда )()()(][ 111 tttatuuB   , где )(t   
функция Дирака; 

4) пусть 212121
2

)()(),(][ tddttututtFuB 


 . Тогда 
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 dutFdttuttFdttuttF
tu
uB

sim 2111222 ,2,, ,  

где операция  isim}{  обозначает операцию симметризации функ-
ции, стоящей в фигурных скобках, относительно аргументов, число 
которых указано в круглых скобках после знака sim . Если в рас-
сматриваемом примере функция ),( 21 ttF  симметрична, т. е. 

),(),( 1221 ttFttF  , то 
 
 

   


 


 dutF
tu
uB ,2 ; 

5) пусть ]],[[][ uvfuB  , где ][vf  – функционал от функции ],[ uv  
аргумента  , которая в свою очередь одновременно является 
функционалом от u . В данном случае формула функционального 
дифференцирования аналогична взятию производной от сложной 
функции 
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При помощи ПФЛ случайного потока можно получать совместные 
плотности  распределения событий потока.  Для этой  цели применим 
определенную выше операцию функционального дифференцирования. 
Функциональная производная i -го порядка при 1)( tu  от ПФЛ, пред-
ставленного выражением (9.16), дает плотность );,,( 1 ii tt   
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Для нахождения плотностей ),,( 1 ii tta   воспользуемся их связью с 
плотностями );,,( 1 ii tt  , которая представлена в выражении (9.10). С 
учетом данной связи  очевидно, что плотности ),,( 1 ii tta   могут быть 
получены путем i -кратного дифференцирования ПФЛ (9.16) при 

1)( tu  и при условии, что область наблюдения ],[ 0 TT  заменена на 
интервал ],[ 0 itT : 
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Кроме нахождения совместных плотностей распределения случайного 
потока ПФЛ может быть использован также для нахождения различных 
статистических характеристик рассматриваемого потока событий. Так, в 
результате i -кратного дифференцирования ПФЛ при 0)( tu  могут быть 
получены симметрические моментные функции  1,2,),,,( 1 ittf ii  . 
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Учитывая формулы (9.16) и (9.19), можно получить выражение, свя-
зывающее моментные функции ),,( 1 ii ttf   и совместные плотности рас-
пределения );,,( 1 ii tt  : 

 . (9.20) 

Последнее соотношение позволяет дать вероятностную интерпрета-
цию моментных функций ),,( 1 ii ttf  . Дифференциал iii dtdtttf  11 ),,(  
соответствует вероятности попадания событий в малые интервалы 

ijdttt jjj ,,1),,[   безотносительно к появлению точек вне данных 
интервалов. Особую роль среди моментных функций играют моментные 
функции первого и второго порядков. Моментная функция первого по-
рядка )(1 tf  представляет собой интенсивность случайного потока. Мо-
ментная функция второго порядка ),( 212 ttf  представляет собой корреля-
ционную функцию случайного потока. 
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При описании случайных потоков, кроме ПФЛ, важную роль также 
играет производящая функция (ПФ) числа точек случайного потока на 
интервале наблюдения  , определяемая следующим образом: 
  

v
vzz  ; , (9.21) 

где z  – некоторая вспомогательная переменная, v   число точек потока 
на интервале наблюдения. С учетом выражения (9.15) ПФ (9.21) может 
быть представлена следующим образом: 

    





0

;
i

i
i pzz , (9.22) 

где )(ip   вероятность выпадения на   ровно i  событий потока, опре-
деляемая выражением (9.13). Тогда из формул (9.22) и (9.16) следует, что 
ПФ случайного потока и его ПФЛ связаны следующим соотношением: 
     1;-z; Lz . (9.23) 

Таким образом, как следует из выражения (9.23), ПФ случайного 
потока может быть также получена из его ПФЛ путем подстановки в вы-
ражение для ПФЛ вместо )(tu  величины 1z . В результате, зная ПФЛ 
случайного потока, и получив в соответствии с (9.23) его ПФ, можно 
найти выражение для еще одной важной характеристики потока – рас-
пределения   числа   его   событий   на   интервале   наблюдения   путем  
i -кратного дифференцирования ПФ по вспомогательной переменной z  

  
 

0!
;






z
i

i

i dzi
zdp . (9.24) 

При решении многих прикладных задач возникает необходимость 
моделирования потоков, обладающих определенными свойствами, при-
чем их моделирование зачастую оказывается более простым и удобным. 
Далее рассмотрим ряд таких свойств. 

Поток однородных событий называется стационарным, если 
),( 0ttpk  вероятность появления k  событий на интервале времени 
),( 00 ttt   не зависит от начального момента времени 0t , а зависит только 

от t  и k . Для стационарных потоков их интенсивность consttf )(1 , а 
корреляционная функция )()(),( 2122212 fttfttf   зависит только от 
разности аргументов. 

Случайный поток событий обладает свойством ординарности, если 
в нем практически невозможны наступления двух или более событий в 
один и тот же момент времени. Это означает, что для ординарного пото-
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ка вероятность ),( 0 tt  появления двух и более событий в интервале 
),( 00 ttt   при любом 0t  характеризуется следующим свойством: 

0),(lim 0
0


 t

tt
t


. 

Случайный поток называется потоком с ограниченным последейст-
вием,  если  случайные  величины i   (интервалы  между  временами  на-
ступления событий потока) независимы. Совместная функция плотности 
распределения интервалов между событиями: 

)(...)()(),...,,( 221121 iii   , 
где 3,2,,1   itt iii , a 011 Tt   – расстояние до первого события 
на интервале наблюдения  . 

Случайный поток называется потоком без последействия, если для 
любой системы попарно непересекающихся подынтервалов nii ,1,,   
число событий, попадающих в каждый из этих подынтервалов, представ-
ляет собой случайную величину, не зависящую от числа событий в дру-
гих интервалах.  

Важную роль на практике играет ординарный поток без последейст-
вия, который еще часто называют потоком Пуассона. Его прикладное 
значение состоит в том, что суперпозиция большого числа независимых 
потоков произвольного типа в условиях физического эксперимента, при-
ближается к потоку Пуассона. Далее будут рассмотрены различные типы 
случайных потоков и приведены алгоритмы их численного моделирова-
ния. 

Л е к ц и я  10 

МОДЕЛИРОВАНИЕ  ТИПОВЫХ  СЛУЧАЙНЫХ  ПОТОКОВ 

(Часть 1) 

Одноточечный поток. Одноточечный поток – это поток, состоя-
щий из не более чем одного события, момент наступления которого име-
ет заданную плотность распределения )(ts . 

Теоретическое описание. В общем случае, если плотность одното-
чечного потока не нормирована к 1 на интервале наблюдения ],[ 0 TT  
(т. е. 1)( 



dtts ), то выражения для определенных выше совместных 

плотностей );,,( 1 ii tt   будут выглядеть следующим образом: 
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В случае если 1)( 


dtts , то последнее выражение будет иметь более 

простой вид 

 . (10.2) 

Подставляя выражение (10.1) в общую формулу ПФЛ случайного 
потока (9.16), получаем выражение для ПФЛ одноточечного потока: 
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Производящая функция числа событий одноточечного потока на ин-
тервале наблюдения в соответствии с (9.23) 

     


 dttszz 11; . 

Тогда число событий потока на  : 
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Поток Бернулли. Потоком Бернулли называется случайный поток, 
порождаемый фиксированным числом k  независимых источников, каж-
дый из которых генерирует не более 1 события на интервале наблюдения 
  в случайный момент времени   с парциальной плотностью распреде-
ления kitsi ,,1),(  . В общем случае парциальные плотности распреде-
ления могут быть не нормированы на  , т. е. 




1)( dttsi . 

Теоретическое описание. Построим ПФЛ потока Бернулли и найдем 
в соответствии с приведенной ранее общей теорией выражения для со-
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вместных плотностей, необходимых при построении алгоритмов моде-
лирования.  Кроме  того,  найдем  основные  характеристики  данного 
потока. 

Производящий функционал потока Бернулли в соответствии со 
свойствами ПФЛ и с учетом выражения (10.3) имеет следующий вид: 

       
 
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1; . (10.5) 

Выполняя функциональное дифференцирование последнего выра-
жения и с учетом формулы (9.17), получаем выражения для плотностей 

);,,( 1 ii tt   потока Бернулли: 
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где i  – вероятность того, что i -й одноточечный источник сгенерирует 
событие на интервале наблюдения, которая в соответствии с выражением 
(10.4) равна 
 



 dttsii )( . (10.7) 

Найдем моментные функции первого и второго порядков для потока 
Бернулли, определяющие соответственно его интенсивность и корреля-
ционную функцию. В соответствии с выражениями (9.19) и (10.5) полу-
чаем 
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Производящая функция числа событий на интервале наблюдения 
для потока Бернулли в соответствии с выражениями (9.23) и (10.5) имеет 
вид 

     



k

i
izz

1
11;  . (10.9) 

Тогда в соответствии с формулой (9.24) получаем выражения для 
вероятностей выпадения определенного числа событий потока Бернулли 
на интервале наблюдения 
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Выражения (10.10) могут быть легко получены с использованием 
теории вероятностей путем представления вероятностей )(kp  в виде 
суммы вероятностей возникновения событий на   от определенного 
числа одноточечных источников с определенными порядковыми номе-
рами, при условии, что события от остальных источников не были сгене-
рированы. В случае если плотности распределения, а следовательно, и 
вероятности i  для всех одноточечных потоков одинаковы, т. е. 

  k21 , то выражения (10.10) могут быть записаны в еди-
ном виде 
     ikii

ki Cp 
  1 , (10.11) 

где 
 !!

!
iki

kC i
k


  – число комбинаций из k  по i . 

Алгоритмы моделирования. Исходя из определения, можно предста-
вить поток Бернулли как поток, образованный путем наложения k  неза-
висимых одноточечных потоков. На основании данного механизма фор-
мирования потока Бернулли может быть построен один из методов его 
моделирования. Данный метод состоит из следующих шагов. 

Шаг 1. Для всех k  источников одноточечных потоков определим, 
были ли сгенерированы их события. С этой целью в соответствии с из-
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ложенным выше общим подходом к моделированию, для каждого одно-
точечного потока введем вспомогательную дискретную случайную вели-
чину kii ,,1,  , принимающую два возможных значения: 0 с вероят-
ностью iiP   1}0{  и 1 с вероятностью iiP   }1{ , где i  опреде-
лено выражением (10.7). Получив реализации i , определим, были ли 
сгенерированы события соответствующих одноточечных потоков на ин-
тервале наблюдения. Индикатором того, что единственное событие i -го 
одноточечного потока будет сгенерировано, является получение реали-
зации соответствующей случайной величины i , равной 1. 

Шаг 2. Для тех одноточечных потоков, для которых на предыдущем 
шаге 1i , генерируем местоположение их событий на временной оси, 
используя следующие выражения для плотностей распределения 

iii tst  )()(  . На данном шаге может применяться наиболее удобный 
алгоритм для моделирования непрерывных случайных величин. 

Шаг 3. События всех одноточечных потоков, полученные на преды-
дущих этапах, объединяются и упорядочиваются по времени путем сор-
тировки по возрастанию. В результате полученная совокупность событий 
и будет реализацией потока Бернулли. 

Преимуществом представленного выше алгоритма моделирования 
является его универсальность, поскольку он может использоваться для 
моделирования любого потока Бернулли. Однако вычислительное время, 
необходимое для моделирования, значительно возрастает при увеличе-
нии числа накладываемых одноточечных потоков по причине наличия 
операции сортировки. В связи с этим для потоков Бернулли, обладающих 
определенными свойствами, были предложены альтернативные методы 
моделирования. 

Рассмотрим частный случай – однородный поток Бернулли. Поток 
Бернулли называют однородным, если все парциальные плотности оди-
наковы и нормированы на интервале наблюдения, т. е. 

kitstsi ,,2,1),()(  ; 


1)( dtts . 

В данном случае можно построить алгоритм моделирования, осно-
ванный на приведенном ранее общем методе, использующем выражения 
для плотностей );,,( 1 ii tt   и вероятностей )(ip  появления точно i  
событий на интервале наблюдения.  

Найдем выражения для плотностей );,,( 1 ii tt   и вероятностей 
)(ip  однородного потока Бернулли. C учетом выражений (10.6) и 

(10.11) получим 
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Таким образом, задача моделирования такого потока сводится к за-
даче моделирования случайного вектора с совместной плотностью рас-
пределения );,...,( 1 kk tt . При этом можно воспользоваться методом, 
предложенным ранее в разделе, посвященном моделированию случай-
ных векторов. Отдельные координаты случайного вектора можно полу-
чить последовательно с использованием условных функций распределе-
ния и метода обратных функций в соответствии с (9.1), где условные 
функции распределения могут быть получены в соответствии с (9.2), 
(9.3) и имеют вид 
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Пример 10.1. Применим описанный выше метод моделирования для генерации 
однородного потока Бернулли, для которого парциальные плотности определены как 
  1ts  на интервале наблюдения ]1;0[ . Для такого потока в соответствии с фор-

мулой (10.13) получаем 

. 

Далее, используя метод обратных функций в соответствии с (9.1), получаем вы-
ражение для вычисления моментов наступления событий генерируемого потока: 

0,,...,1;)1(1 0
1

1
1  
 tkitt ik

iii  , 
где j  – независимые реализации базовой случайной величины. 

Для однородного потока Бернулли с 1)( ts  на интервале наблюде-
ния ]1;0[  существует метод моделирования, основанный на получе-
нии событий потока Бернулли на основе сгенерированных событий ста-
ционарного потока Пуассона с интенсивностью 1  (алгоритмы моде-
лирования потока Пуассона будут рассмотрены ниже). В соответствии с 
данным методом алгоритм моделирования строится следующим образом. 

Шаг 1. Последовательно получают 1k  момент наступления собы-
тий стационарного потока Пуассона с интенсивностью 1  на интерва-
ле ],0[  . Обозначим эти моменты времени как 121 ,...,, k . 

Шаг 2. Вычисляем моменты наступления событий потока Бернулли 
в соответствии со следующими выражениями: 
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Зависимость временных затрат на моделирование от числа источни-
ков в схеме Бернулли качественно представлена на для всех трех опи-
санных выше методов моделирования на рис. 10.1. 

Рекуррентный поток. Рекуррентным называется случайный поток, 
у которого протяженности интервалов между соседними точками неза-
висимы и имеют одинаковые распределения. 

Теоретическое описание. Пусть )(b  – функция плотности распре-
деления интервалов между событиями рекуррентного потока на интерва-
ле наблюдения ],[ 0 TT . Обозначим через )(1 b  функцию плотности 
распределения расстояния от начала интервала наблюдения до первого 
события потока. Тогда выражение для совместных плотностей распреде-
ления расстояний между событиями рекуррентного потока ),...,( 1 iia   
можно представить в следующем виде: 

     ,2,1,),...,(
2

111  


 ibba
i

j
jii   . (10.14) 

Алгоритм моделирования. Выражение (10.14) может быть использо-
вано для построения алгоритма моделирования рекуррентного потока. 
Перейдем к расширенной области наблюдения ],[ 0  T . Тогда, под-

Рис. 10.1. Зависимость временных затрат на моделирование от 
числа источников в схеме Бернулли: (а) – алгоритм, основан-
ный на наложении одноточечных потоков; (б) – алгоритм на 
основе  выражения (10.13);  (в) – алгоритм,  основанный  на 

генерации стационарного потока Пуассона 



101 

ставляя (10.14) в выражения для условных плотностей вероятности ана-
логичных (9.4) и вероятностей (9.5), получим 
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где ,2,1,1  idi . 
Из последних выражений следует, что расстояния от начала интер-

вала наблюдения до первого события потока 1  и между событиями ре-
куррентного потока i  могут быть найдены путем решения следующих 
уравнений: 
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где ,, 21   – независимые реализации базовой случайной величины. 
Получив реализации интервалов между событиями потока можно опре-
делить местоположение событий потока согласно (9.11) 
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Моделирование потока продолжается до тех пор, пока очередное 
сгенерированное событие не окажется за пределами области  . 

Пример 10.2. Задача состоит в моделировании рекуррентного потока на интер-
вале наблюдения ],0[ c , для которого заданы следующие плотности распределе-
ния первого и последующих интервалов между событиями: 
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Интегрируя  1b  и  b  и решая уравнения (10.15), получаем 
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Определив таким образом реализации , далее находим реализации событий 
потока по формуле (10.16). 

Поток Пуассона. Наиболее простое определение потока Пуассона 
может быть дано при помощи потока Бернулли. Потоком Пуассона на-
зывается однородный поток Бернулли, для которого число k  независи-
мых одноточечных источников случайно и подчиняется дискретному за-
кону Пуассона с параметром  : 

 0,
!




 e
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k . (10.17) 

Теоретическое описание. Найдем ПФЛ потока Пуассона, используя 
представленную в его определении связь данного потока с потоком Бер-
нулли. ПФЛ потока Пуассона может быть получен путем усреднения 
ПФЛ потока Бернулли по числу v  одноточечных источников. Используя 
выражение (10.5) и учитывая, что для однородного потока Бернулли все 
парциальные плотности равны между собой, получаем 
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Подставляя в последнее выражение значения вероятностей kp , оп-
ределенные в (10.17), получаем 
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Последнее выражение представляет собой не что иное, как разложе-
ние экспоненты в ряд Тейлора 

      







 

 

















00 0

11

!!
1

k

k
k

k

k

x

x
k

k
x xe

k
xe

dx
d

k
e . (10.19) 

Сравнивая выражения (10.18) и (10.19), получаем окончательное вы-
ражение для ПФЛ потока Пуассона 
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где функция )()( tst  , как будет показано далее, представляет собой 
интенсивность потока Пуассона. Как следует из выражения (10.20), 
ПФЛ потока Пуассона, а следовательно, и все его основные характери-
стики, полностью определяются интенсивностью )(t . Интенсивность 
потока Пуассона )(t  следует рассматривать как мгновенную интенсив-
ность потока в некоторый момент времени t . Кроме того, вводится так-
же понятие средней интенсивности потока на некотором интервале вре-
мени ],[ 00 ttt  , которая может быть определена следующим образом:  
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где ),( 0 tt   – среднее число событий на интервале ],[ 00 ttt  . Анало-
гично можно определить смысл параметра дискретного распределения 
Пуассона  , входящего в формулу (10.17). Его значение может быть по-
лучено путем интегрирования интенсивности потока Пуассона )(t  по 
всему интервалу наблюдения 
 . (10.22) 

Из последнего выражения следует, что   представляет собой сред-
нее число событий потока Пуассона на интервале наблюдения  .  

Выполняя функциональное дифференцирование выражения (10.20) с 
учетом формулы (9.18), получаем выражения для плотностей ),,( 1 ii tta   
потока Пуассона 
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Найдем моментные функции первого и второго порядков для потока 
Пуассона, определяющие соответственно его интенсивность и корреля-
ционную функцию. В соответствии с выражениями (9.19) и (10.20) полу-
чаем 
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Производящая функция числа событий на интервале наблюдения 
для потока Пуассона в соответствии с выражениями (9.23) и (10.20) име-
ет вид 
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Тогда в соответствии с формулой (9.24) можно получить выражение 
для вероятностей выпадения определенного числа событий потока Пуас-
сона на интервале наблюдения. Данное выражение, как и следовало ожи-
дать, совпадает с дискретным распределением Пуассона, представлен-
ным ранее формулой (10.17). 

Алгоритмы моделирования. Для моделирования потока Пуассона 
будем использовать его параметрическое задание на интервале наблюде-
ния ],[ 0 TT  при помощи системы совместных плотностей 

 ,2,1),,,( 1 itta ii . Подставляя (10.23) в выражения (9.4) и (9.5), полу-
чим 
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 (10.26) 

Подставляя полученные выражения (10.26) в выражение для услов-
ной функции распределения (9.7), получаем для случая потока Пуассона 
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Согласно общему подходу к моделированию случайных потоков  с 
использованием плотностей ),,( 1 ii tta  , который был изложен выше, для 
моделирования потока Пуассона необходимо  выполнить  следующие 
шаги. 

Шаг 1. Для моделирования i -го ( ,2,1i ) события потока Пуассо-
на необходимо получить независимую реализацию базовой случайной 
величины i . Данная реализация используется для проверки того, поя-
вится ли очередное ( i -е) событие потока на интервале наблюдения. Для 
этого необходимо сравнить i  и id . Если ii d , то это означает, что 
событие должно быть сгенерировано. В этом случае необходимо перейти 
к шагу 2. В противном случае моделирование реализации потока Пуас-
сона завершается. 
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Шаг 2. Если на шаге 1 было установлено, что i -е событие потока 
имеет место на интервале наблюдения, то для определения его времен-
ного положения необходимо сгенерировать дополнительную независи-
мую реализацию базовой случайной величины i  . С ее использованием 
местоположение i -го события определяется согласно (9.6) и (10.27) из 
уравнения 

 . (10.28) 

Выражение (10.28) приобретает более простой вид в случае, если 
задача состоит в моделировании стационарного потока Пуассона с ин-
тенсивностью constt   )( . В данном случае удобно перейти к рас-
ширенной области моделирования ],[ 0  T . Тогда согласно выраже-
нию (10.26) все вероятности 1id . Учитывая это выражение (10.28) мо-
жет быть переписано в следующем упрощенном виде: 
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При этом процесс моделирования заканчивается при условии, что 
момент появления очередного события моделируемого потока Пуассона 
оказался за пределами интервала моделирования ],[ 0 TT . 

Использование приведенного выше метода моделирования потока 
Пуассона может быть затруднено в случае, если не удается легко найти 
аналитическое решение уравнений (10.26) (для id ) и (10.28) (вычисление 
интеграла). В таком случае представленный метод моделирования может 
быть несколько модифицирован и будет содержать следующие шаги. 

Шаг 1. Моделируется вспомогательный поток Пуассона с интенсив-
ностью )()( tt    и такой, что моделирование вспомогательного потока 
является достаточно простым. Например, может использоваться 
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 ))(max()( tconstt  . Обозначим моменты появления событий вспо-

могательного потока как ,, 21 tt . 
Шаг 2. Для каждого события вспомогательного потока ,2,1, iti  

моделируется случайная величина, равномерно распределенная на ин-
тервале )](,0[ it . В случае если ее реализация )( ii ty  , то в момент 
времени it  регистрируется событие исходного моделируемого потока с 
интенсивностью )(t . В противном случае it  отбрасывается.  
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Фактически моделирование с использованием приведенного метода 
основано на прореживании вспомогательного потока Пуассона с боль-
шей интенсивностью и в некотором роде напоминает процедуру проре-
живания, использовавшуюся при моделировании непрерывных случай-
ных величин методом Неймана. По аналогии с методом Неймана для 
приведенного метода моделирования потока Пуассона вводится понятие 
эффективности метода. Значение эффективности может быть вычисле-
но как отношение среднего числа событий искомого потока к среднему 
числу событий вспомогательного потока 

 

 






dtt

dtt





 . 

Для повышения эффективности приведенного выше метода проре-
живания можно использовать следующую модификацию данного мето-
да. После получения каждого события it  искомого потока интенсивность 
вспомогательного потока меняется так, чтобы выполнялось более мягкое 
условие, чем в исходной формулировке метода: )()( tti    только в 
пределах интервала ],[ Tti . Например, при генерации потока Пуассона с 
монотонно убывающей интенсивностью )(t  в качестве интенсивности 
вспомогательного потока для получения i -го события можно выбирать 
значения )( 1 it . 

Пример 10.3. Задача состоит в моделировании потока Пуассона с интенсивно-
стью: 

    0,sin1  atat  
на интервале  T,0 . 

Используем метод прореживания вспомогательного потока. В качестве интен-
сивности вспомогательного потока выберем att 2))(max()( 



 . Тогда с учетом 

(10.29) события вспомогательного потока могут быть получены по следующей фор-
муле: 

a
tt i

ii 2
ln

1
 

 
. 

После получения каждого it  проверяем условие окончания моделирования 
Tti  . Если это условие еще не выполняется, то проверяем, будет ли в точке it  заре-

гистрировано событие исходного потока. Для этого вычисляем реализацию 
ii ay  2  случайной величины равномерно распределенной на интервале  a2,0  ( i– 
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независимая реализация базовой случайной величины). Если )sin1( ii tay  , то в 
момент времени it  регистрируется событие исходного потока. 

Величина эффективности метода для данного случая: 

T
Tadtdtta

TT

2
cos1

2
12/)sin1(

00

















  . 

Кроме перечисленных выше методов существует также алгоритм 
моделирования потока Пуассона, основанный на его определении, как 
однородного потока Бернулли со случайным числом источников. Дан-
ный алгоритм при его использовании для моделирования потока Пуассо-
на с интенсивностью )(t  на интервале   содержит следующие шаги. 

Шаг 1. По формуле (10.22) находят параметр   соответствующего 
дискретного распределения Пуассона. Далее моделируют реализацию k  
дискретной случайной величины, вероятности которой заданы выраже-
нием (10.17), получая, таким образом, число одноточечных источников в 
схеме Бернулли.  

Шаг 2. Зная число источников k , моделируют однородный поток 
Бернулли с k  источниками и парциальными плотностями  /)()( tts   
при помощи наиболее подходящего метода. События такого потока Бер-
нулли и будут событиями исходного потока Пуассона с интенсивностью 

)(t . 

Л е к ц и я  11 

МОДЕЛИРОВАНИЕ  ТИПОВЫХ  СЛУЧАЙНЫХ  ПОТОКОВ 

(Часть 2) 

Отрицательно-биномиальный поток. Отрицательно-биномиаль-
ный поток – это поток Пуассона, интенсивность которого является слу-
чайным процессом вида 
    tt   , (11.1) 
где )(t  – детерминированная функция, а   – неотрицательная случай-
ная величина, распределенная по экспоненциальному закону. Функция 
распределения случайной величины   имеет вид 
   0,1   yeyF y

 . (11.2) 
Теоретическое описание. Найдем ПФЛ отрицательно-

биномиального потока, используя представленную в его определении 
связь данного потока с потоком Пуассона. ПФЛ отрицательно-
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биномиального потока может быть получен путем усреднения ПФЛ по-
тока Пуассона по  . Используя выражение (10.20) с учетом (11.1), полу-
чаем 

     
       



















 









0

1

0
exp, dxedxeedttutuL

dttutx
x

dttutx 



 . 

Вычисляя интеграл в последнем выражении, получаем окончатель-
ную формулу для ПФЛ отрицательно-биномиального потока 

  
   





dttut
uL

1
1; . (11.3) 

Выполняя функциональное дифференцирование выражения (11.3) с 
учетом формулы (9.18), получаем выражения для плотностей ),( 1 ii tta   
отрицательно-биномиального потока 
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1
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ii
i





.  (11.4) 

Найдем выражения для моментных функций отрицательно-
биномиального потока. Для этого выполним функциональное дифферен-
цирование ПФЛ (11.3) при 0)( tu  в соответствии с (9.19). В результате 
получим 

 . (11.5) 

Соответственно интенсивность и корреляционная функция отрица-
тельно-биномиального потока будут выглядеть следующим образом: 

 
   

     .2,
;

21212

1

ttttf
ttf








 (11.6) 

Производящая функция числа событий на интервале наблюдения 
для отрицательно-биномиального потока в соответствии с выражениями 
(9.23) и (11.3) имеет вид 

  
   
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11
1; . (11.7) 
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Тогда, дифференцируя (11.7) при 0z  в соответствии с формулой 
(9.24), получаем выражения для вероятностей выпадения определенного 
числа событий отрицательно-биномиального потока на интервале на-
блюдения   
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. (11.8) 

Далее перейдем к рассмотрению алгоритмов моделирования отри-
цательно-биномиального потока. 

Алгоритмы моделирования. Поскольку определение отрицательно-
биномиального потока основано на использовании понятия потока Пуас-
сона, то наиболее очевидный алгоритм его моделирования может быть 
построен на использовании одного из представленных ранее алгоритмов 
моделирования потока Пуассона. Для того чтобы сделать возможным 
использование алгоритмов моделирования потока Пуассона в рассматри-
ваемом случае необходимо определить интенсивность потока Пуассона, 
для чего в свою очередь необходимо получить реализацию iy  случайной 
величины  . Тогда алгоритм моделирования отрицательно-биномиаль-
ного потока будет выглядеть следующим образом. 

Шаг 1. Для моделирования j -й реализации отрицательно-
биномиального потока получаем реализацию jy  случайной величины  . 
Для этого удобно воспользоваться методом обратных функций. С учетом 
выражения (11.2) получим 

  jjj
y yeyF j  ln1 

 , 

где j  – независимая реализация базовой случайной величины. 
Шаг 2. Получаем события ,2,1, iti  потока Пуассона с интенсив-

ностью )()( tyt jj    наиболее удобным алгоритмом из тех, что были 
приведены ранее в соответствующем разделе. Полученные события бу-
дут представлять собой реализацию моделируемого отрицательно-
биномиального потока. 

Использование приведенного выше алгоритма позволяет получить 
реализации отрицательно-биномиального потока как совокупность от-
дельных реализаций потоков Пуассона с интенсивностями, отличающи-
мися некоторым множителем, каждый раз определяемым соотношением 
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соседних реализаций случайной величины  . В то же время рассматри-
ваемый алгоритм требует дополнительных вычислительных затрат, свя-
занных с генерированием случайной величины, распределенной по экс-
поненциальному закону. 

Альтернативой приведенному выше методу может служить подход, 
основанный на непосредственном использовании плотностей 

 ,2,1),,,( 1 itta ii , полученных для отрицательно-биномиального по-
тока. Учитывая выражение (11.4), как и ранее для потока Пуассона, най-
дем выражения для условных плотностей ),...,|( 11 iii tttq  и вероятностей 

id . Подставляя (11.4) в (9.4) и (9.5), получим 
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 (11.9) 

Подставляя (11.9) в выражение для условной функции распределе-
ния (9.7), получаем для случая отрицательно-биномиального потока 
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Согласно алгоритму моделирования случайных потоков с использо-
ванием плотностей ),,( 1 ii tta   для моделирования отрицательно-
биномиального потока необходимо выполнить следующие шаги. 

Шаг 1. Для моделирования i -го ( ,2,1i ) события отрицательно-
биномиального потока необходимо получить независимую реализацию 
базовой случайной величины i . Данная реализация используется для 
проверки того, появится ли очередное ( i -е) событие потока на интервале 
наблюдения. Для этого необходимо сравнить i  и id , определенное вы-
ражением (11.9). Если ii d , то это означает, что событие должно быть 
сгенерировано. В этом случае необходимо перейти к шагу 2. В против-
ном случае моделирование реализации отрицательно-биномиального по-
тока завершается. 

Шаг 2. Если на шаге 1 было установлено, что i -е событие потока 
имеет место на интервале наблюдения, то для определения его времен-
ного положения необходимо сгенерировать дополнительную независи-
мую реализацию базовой случайной величины i  . С ее использованием 
местоположение i -го события на оси времени определяется согласно 
(9.6) и (11.10) из уравнения 
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 (11.11) 

Как и для случая потока Пуассона для отрицательно-биномиального 
потока выражение для получения момента возникновения очередного 
события потока приобретает более простой вид при рассмотрении ста-
ционарного случая, когда const)(   t . При переходе к расширенной 
области моделирования ],[ 0  T  для стационарного отрицательно-
биномиального потока выражение (11.11) приобретает вид 
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При этом, как следует из выражения (11.9) вероятности 1id , что 
также упрощает алгоритм моделирования потока. 

Поток Кокса. Потоком Кокса называется поток Пуассона, у кото-
рого интенсивность представляет собой некоторый случайный процесс 

)(t . 
Теоретическое описание. Как и для рассмотренного ранее отрица-

тельно-биномиального потока ПФЛ потока Кокса может быть получен 
путем усреднения ПФЛ потока Пуассона по реализациям случайного 
процесса )(t : 

      
 t

dttutuL











 


exp, . (11.12) 

Найдем выражения для моментных функций потока Кокса. Для это-
го выполним функциональное дифференцирование ПФЛ (11.12) при 

0)( tu  в соответствии с (9.19). В результате получим 
 . (11.13) 

Таким образом, как видно из выражения (11.13), моментные функ-
ции потока Кокса совпадают с моментными функциями случайного про-
цесса )(t . 

Производящая функция числа событий на интервале наблюдения 
для потока Кокса в соответствии с выражениями (9.23) и (11.12) имеет 
вид 
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Тогда, дифференцируя (11.14) при 0z , в соответствии с формулой 
(9.24), получаем выражения для вероятностей выпадения определенного 
числа событий потока Кокса на интервале наблюдения  : 

 , (11.15) 

где 


 dttW )( , а )(W  – плотность распределения величины W . В ли-

тературе формула (11.15) часто называется формулой Манделя. 
В ряде случаев при известной плотности распределения )(W  вы-

ражение (11.15) может принимать более простой вид. Например, рас-
смотрим поток Кокса, имеющий в качестве интенсивности случайный 
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процесс с экспоненциальной плотностью распределения   




m
x

e
m

x



1

, 

где m   математическое ожидание случайной величины с плотностью 
распределения  x . Для достаточно малых интервалов   можно счи-
тать, что )(tAW  , где A   длина интервала  . Тогда плотность рас-
пределения )(W  случайной величины W  можно рассчитать по сле-
дующей формуле: 
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Подставляя полученное выражение в (11.15), получим, что в данном 
случае распределение числа событий i  потока Кокса на интервале   бу-
дет распределением Бозе  Эйнштейна: 
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 (11.16) 

Алгоритм моделирования. Алгоритм моделирования потока Кокса 
основан на его определении, как специальной разновидности потока Пу-
ассона. Для моделирования данного потока можно воспользоваться алго-
ритмом прореживания вспомогательного потока Пуассона более высокой 
интенсивности. Данный алгоритм включает следующие шаги. 

Шаг 1. Получаем моменты времени k ,,1  , представляющие 
собой реализацию вспомогательного потока Пуассона с детерминиро-
ванной интенсивностью )()( tt   , где k   число событий в конкрет-
ной реализации вспомогательного потока. Вид функции  t  выбирается 
из следующего условия: 
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      1  ttP , (11.17) 
т. е. вероятность превышения случайным процессом значения интенсив-
ности )(t  должна быть незначительной. 

Шаг 2. Генерируем значения )(,),( 1 kyy    случайного процесса 
)(t  в полученные на шаге 1 моменты времени k ,,1  . 

Шаг 3. Для каждой точки kii ,,1,   генерируем реализацию i  
случайной величины, равномерно распределенной на интервале  

)](,0[ i . Если выполняется неравенство )( ii y   , то точка i  включа-
ется в реализацию моделируемого потока Кокса. В противном случае i  
отбрасывается. Оставшиеся после прореживания точки и будут пред-
ставлять собой реализацию потока Кокса. 

Как видно из представленного выше алгоритма моделирования по-
тока Кокса, для получения реализации потока требуется моделировать 
случайный процесс )(t . В общем случае, если )(t  не является гауссов-
ским случайным процессом, его моделирование может оказаться доста-
точно сложной задачей. Однако в некоторых случаях удается предста-
вить реализации негауссовского случайного процесса )(t  в виде неко-
торой комбинации реализаций гауссовских случайных процессов, для 
которых существуют достаточно эффективные алгоритмы моделирова-
ния. Так, например, приведенный выше экспоненциальный случайный 
процесс может быть представлен в виде (8.17). При этом его корреляци-
онная функция задается соотношением (8.18). Алгоритм моделирования 
экспоненциального случайного процесса был приведен ранее в разделе, 
посвященном моделированию случайных процессов. 

Парнокоррелированный поток. Одним из наиболее известных ча-
стных случаев потока Кокса является парнокоррелированный поток. 
Парнокоррелированный поток  это поток Кокса, интенсивность которо-
го )(t  представляет собой нормальный случайный процесс. Отметим, 
что парнокоррелированный поток полностью определяется своими ин-
тенсивностью )(1 tf  и корреляционной функцией ),( 212 ttf . 

Теоретическое описание. Пусть )(t   нормальный случайный про-
цесс с математическим ожиданием )(1 tg  и ковариационной функцией 

),( 212 ttg . Тогда с учетом выражения (11.12) для ПФЛ потока Кокса, 
ПФЛ парнокоррелированного потока будет иметь вид: 
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1exp, dtdttututtgdttutguL , (11.18) 
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где 


 0),()( 21  dtgtg . 

Найдем выражения для моментных функций первого и второго по-
рядка парнокоррелированного потока. Для этого выполним функцио-
нальное дифференцирование ПФЛ (11.18) при 0)( tu  в соответствии с 
(9.19). В результате получим 
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 (11.19) 

Алгоритмы моделирования. Поскольку исходя из определения пар-
нокоррелированный поток является частным случаем потока Кокса, то 
для его моделирования можно использовать общий метод моделирова-
ния потока Кокса, основанный на операции прореживания. При исполь-
зовании метода прореживания необходимо учитывать тот факт, что реа-
лизации нормального процесса )(t  могут принимать отрицательные 
значения на заданном интервале моделирования, что недопустимо для 
интенсивности случайного потока. По этой причине необходимо моди-
фицировать алгоритм моделирования )(t  таким образом, чтобы исклю-
чить использование отрицательных значений его реализаций. Например, 
можно заменять получаемые отрицательные значения нулевыми. Ис-
пользование таких замен в общем случае приводит к искажению функ-
ций )(1 tf  и ),( 212 ttf , характеризующих парнокоррелированный поток. 
Однако при определенных условиях использование алгоритма моделиро-
вания с приведенными выше модификациями все же возможно. Так, при 
моделировании методом прореживания парнокоррелированных потоков, 
у которых среднеквадратическое отклонение случайного процесса )(t  
значительно меньше его математического ожидания, вносимые искаже-
ния практически не сказываются на получаемых характеристиках потока. 

В связи с недостатками применения метода прореживания, приве-
денными выше, был разработан альтернативный метод моделирования 
парнокоррелированного потока. Данный метод основан на представле-
нии парнокоррелированного потока в виде совокупности событий свя-
занных между собой вспомогательных потоков. Первый из указанных 
выше потоков называют базовым (или потоком базовых точек), а осталь-
ные (вторичные) потоки образуются путем сдвига событий базового по-
тока на случайную величину. Распределение случайной величины, опре-
деляющей сдвиг событий вторичных потоков относительно базового, 
выбирается таким образом, чтобы события вторичных потоков наступали 
позже во времени относительно событий базового потока. Таким обра-
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зом, алгоритм моделирования строится в соответствии с механизмом об-
разования парнокоррелированного потока.  

Пусть на интервале наблюдения ],[ 0 TT  необходимо смоделиро-
вать последовательность событий парнокоррелированного потока с ин-
тенсивностью )(1 tf  и ковариационной функцией вида 

)()(),(),( 2111212212 tftfttfttg  . Алгоритм моделирования включает 
следующие шаги. 

Шаг 1. Выберем в качестве базового потока поток Пуассона с ин-
тенсивностью )(1 tf A , которая определяется следующим выражением: 

      
t

T

A dxtxgtftf
0

,211  (11.20) 

и получим его реализацию. 
Шаг 2. Для каждого события базового потока генерируем смещен-

ный поток, состоящий из не более чем одного события. Условная плот-
ность вероятности появления смещенного события вторичного потока в 
малом интервале ],( tdtt   при условии, что соответствующее событие 
базового потока появилось в момент времени  , имеет следующий вид: 
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Процесс моделирования смещенного события можно разделить на 
два этапа. Вначале определим, будет ли иметь место событие вторичного 

потока. Для этого вычислим вероятность 
T

dxxp


 )|()(  появления 

события вторичного потока на интервале ],( T . Затем получаем реализа-
цию базовой случайной величины   и проверяем, выполняется ли усло-
вие )( p . Если нет, то точка вторичного потока не порождается. В 
противном случае событие вторичного потока имеет место и далее опре-
деляется его местоположение. С учетом того что плотность )|(  t  не 
нормирована на интервале ],( T , уравнение для определения местопо-
ложения события вторичного потока имеет вид: 
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где     независимая реализация базовой случайной величины. 
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Шаг 3. Выполняем наложение реализаций базового и всех вторич-
ных потоков, после чего, выполнив сортировку по возрастанию, получа-
ем реализацию парнокоррелированного потока. 

Пример 11.1. На интервале наблюдения ],[ 0 TT  смоделировать парнокорре-
лированый поток со следующими характеристиками: 
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Воспользуемся методом, основанным на моделировании базового и смещенных 
потоков. Интенсивность базового потока Пуассона 

. 

Условная плотность вероятности появления события вторичного потока в соот-
ветствии с выражением (11.21) 
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Тогда вероятность появления события вторичного потока будет иметь вид 
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С целью нахождения выражения для определения местоположения событий 
вторичных потоков воспользуемся выражением (11.22) 
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Л е к ц и я  12 

ПОТОКИ  ГРУППИРОВАННЫХ  ТОЧЕК. 
СТАТИСТИЧЕСКИЙ  АНАЛИЗ 

ГЕНЕТИЧЕСКИ  СВЯЗАННЫХ  ПОТОКОВ 

Часто потоки событий, с которыми приходится сталкиваться при 
проведении физических экспериментов, можно рассматривать как после-
довательности групп событий определенной природы. При этом интер-
претация понятия группы может, вообще говоря, быть различной и зави-
сит от конкретной рассматриваемой ситуации. Так, для одиночных пото-
ков в качестве группы может рассматриваться отдельная реализация по-
тока. В то же время при изучении генетически связанных потоков, т. е. 
таких потоков, для которых события одного из них (первичного) могут 
порождать последовательности событий других (вторичных), в качестве 
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групп рассматриваются реализации вторичных потоков. Однако вне за-
висимости от интерпретации понятия группы для всех потоков, которые 
могут рассматриваться как потоки группированных точек, может ис-
пользоваться единый подход к изучению их статистических характери-
стик. 

Для описания потоков группированных точек введем понятия внут-
ригрупповых и общегрупповых параметров. Внутригрупповые парамет-
ры представляют собой моменты наступления событий, принадлежащих 
отдельно выделенной группе. В дальнейшем при рассмотрении генети-
чески связанных потоков, в качестве таких отдельных групп будем рас-
сматривать отдельные вторичные потоки. В свою очередь общегруппо-
вые параметры характеризуют всю группу в целом (например, опреде-
ляют начало группы или число событий в группе). 

Вначале предположим, что рассматриваемый случайный поток име-
ет один случайный общегрупповой параметр  , который задан на неко-
торой области G  при помощи функции плотности вероятности )(xg , 
причем 1)( 

G
dxxg . В данном случае внутригрупповые параметры пред-

ставляют собой моменты возникновения случайных событий на некото-
рой области наблюдения ],[ 0 TT . Для описания такой одиночной 
группы событий можно использовать совместные плотности распределе-
ния  0,1,),;,,;;( 11  ittG ii  , которые определяют совместную веро-
ятность принятия общегрупповым параметром   значения из малой ок-
рестности точки   и появления на   ровно i  событий, наступающих в 
окрестностях точек itt ,,1  : 

 

      .;,,,,;,
;,,;;

1111

111

ivdtttdtttdP
dtdtdttG

iiii

iii












 

В случае если значение общегруппового параметра зафиксировано, 
то рассматриваемый поток превращается в обычный поток событий, ко-
торый задается условными плотностями 

 . (12.1) 

Плотности (12.1) характеризуют совместное распределение момен-
тов наступления событий рассматриваемого потока при условии, что 

  . Данные плотности подчиняются обычной для случайных потоков 
нормировке: 
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  1;|;,,
!
1

0
111|  



 i
iii

i
dtdtGtt

i
   

и позволяют ввести для описания рассматриваемого потока условный 
ПФЛ, который имеет следующий вид: 

         

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Безусловные характеристики рассматриваемого потока могут быть 
найдены путем усреднения условного ПФЛ (12.2) по общегрупповому 
параметру  : 
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 (12.3) 

Учитывая, что по определению безусловный ПФЛ рассматриваемо-
го потока имеет вид 
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и сравнивая последнее выражение с (12.3),  получаем выражения для 
безусловных совместных плотностей рассматриваемого потока 
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Примером потока с одним общегрупповым параметром может слу-
жить отрицательно-биномиальный поток, у которого общегрупповым 
параметром является случайная величина  , входящая в выражение для 
интенсивности такого потока, а в качестве группы рассматривается по-
ток Пуассона, интенсивность которого равна )(t , где   является реали-
зацией случайной величины  . 

При рассмотрении потока группированных точек число групп в по-
токе может быть больше 1. Предположим, что в потоке можно выделить 
k  групп с общегупповыми параметрами k ,,1   и соответствующими 
внутригрупповыми параметрами k

i
k

i k
tttt ,,,,,, 1

11
1 1

 . В общем случае 
внутригрупповые параметры разных групп и общегрупповые параметры 
могут иметь различную природу. Описание такого потока может быть 
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выполнено при помощи системы совместных плотностей обще- и внут-
ригрупповых параметров: 

  .;;,,1;0,1,,;,,,,,,;;,, 1
11

11 11
 tGkjittttG j

k
i

k
ikiki kk

   
В дальнейшем для рассмотрения генетически связанных потоков 

будем полагать, что точки различных групп неразличимы, число групп 
является случайной величиной, а общегрупповые параметры образуют 
случайный поток, заданный на области G , которая в общем случае не 
совпадает с  . Поток общегрупповых параметров будем называть пер-
вичным потоком. Для задания первичного потока будем использовать 
системы функций );,,( 1 Gmm    и симметрических моментных функ-
ций ),,( 1 mmf   , на основе которых может быть построен ПФЛ первич-
ного потока 

        


 


0

1
1

1 1;,,
!

1;
m G

m

m

j
jmm

m
ddvG

m
GvL   , 

или  
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где )(v   пробная функция ПФЛ первичного потока. 
Поскольку в рассматриваемом случае точки, принадлежащие раз-

личным группам, являются неразличимыми, то можно считать, что все 
внутригрупповые параметры образуют единый поток без разбиения на 
группы. Такой единый поток будем называть в дальнейшем суммарным. 

Общегрупповые параметры  ,,1   и точки суммарного потока 

v ,,1   могут быть описаны системой совместных плотностей 
 0,1,k,0,1,),;,,;;,,( 11  mttG kmmk  , такой, что 

 

где    число событий потока общегрупповых параметров, а v   число 
событий суммарного потока. 

Совместный ПФЛ потока группированных точек определяется сле-
дующим образом: 
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Для изучения свойств суммарного потока при фиксированных зна-
чениях общегрупповых параметров используются условные плотности: 
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и соответствующий условный ПФЛ: 
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 (12.6) 

С учетом (12.5) найдем связь между совместным ПФЛ потока груп-
пированных точек (12.4) и условным ПФЛ суммарного потока (12.6): 
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 (12.7) 

Если связь между группами выражается только через соответст-
вующий общегрупповой параметр, то условный ПФЛ (12.6) может быть 
выражен через условные ПФЛ одиночных групп  GuL i

B ;|;   вида 
(12.2) следующим образом: 

    



m

i
i

B
m GuLGuL

1
1 ;|;;,,|;   , (12.8) 

где  GuL i
B ;|;    условный ПФЛ одиночной группы с общегрупповым 

параметром ii   . Подставляя (12.8) в (12.7), получаем 

];1];|;[))(1[(];;;[ GGuLvLuGvL BA  . 
Полагая в последнем выражении пробную функцию , получаем 

формулу, связывающую ПФЛ суммарного потока, условные ПФЛ оди-
ночных групп и ПФЛ потока общегрупповых параметров: 

0v
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 ];1];|;[[];[ GGuLLuL BAC  . (12.9) 
Используя выражение (12.9), можно получить связь между плотно-

стями суммарного потока, условными плотностями одиночных групп и 
безусловными плотностями первичного потока. Выполняя функциональ-
ное дифференцирование (12.9) при , можно получить аналогич-
ную связь между моментными функциями. Выражение для первой мо-
ментной функции (интенсивности) суммарного потока будет иметь вид 
      

G

BAC dGtfftf  ;|1|111 , (12.10) 

где обозначения CBA ,,  соответствуют первичному, индивидуальному 
вторичному и суммарному потокам. 

Выражение (12.10) может быть использовано для восстановления 
интенсивности генетически связанных потоков при их статистическом 
анализе. При обработке экспериментальных данных, которые представ-
ляют собой реализации генетически связанных потоков случайных собы-
тий, несущих информацию об исследуемых явлениях, часто использует-
ся модель, согласно которой каждое событие первичного потока, воздей-
ствуя на исследуемый объект, порождает вторичный случайный поток. 
Вторичные потоки образуют суммарный поток, который и регистрирует-
ся при проведении эксперимента. Целью проводимого анализа является 
определение тех или иных характеристик (например, интенсивности) от-
дельных вторичных потоков. В дальнейшем задача анализа генетически 
связанных потоков будет рассмотрена на примере восстановления интен-
сивности отдельного вторичного потока. 

Пусть на интервале ],[ 21 TTG   задан первичный поток A . Каждое 
его событие независимо от других событий первичного потока порожда-
ет индивидуальный вторичный поток B , где    момент наступления 
порождающего события. Будем полагать, что потоки B  идентичны и 
отличаются друг от друга лишь моментами возникновения. Тогда, исходя 
из сделанных предположений, условные моментные функции индивиду-
альных вторичных потоков будут иметь вид 
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Суперпозиция вторичных потоков образует суммарный поток C , 
исследуемый на заданном интервале  . Статистический анализ генети-
чески связанных потоков предполагает, как правило, нахождение харак-

0)( tu
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теристик потока B  по известным характеристикам потока A  и получен-
ным из эксперимента характеристикам потока C . При этом искомые ха-
рактеристики индивидуального вторичного потока могут быть определе-
ны по следующей схеме:  

 регистрируем требуемые характеристики потока C  на интервале 
 ; 

 находим из ПФЛ потока C  аналитические выражения характери-
стик, полученных из эксперимента; 

 полученные аналитические выражения в дальнейшем используют-
ся в качестве уравнений для нахождения неизвестных характери-
стик вторичного потока аналитическими либо численными мето-
дами. 

В процессе решения поставленной выше задачи существенное зна-
чение играет способ выбора интервала наблюдения  , от которого в ко-
нечном счете зависят получаемые уравнения для нахождения характери-
стик индивидуальных вторичных потоков. 

Пусть интервал наблюдения  , на котором регистрируется суммар-
ный поток C , выбирается вне зависимости от того, в какие моменты 
времени наступали события первичного потока A . Тогда, учитывая вы-
ражения (12.10) и (12.11), уравнение, определяющее связь интенсивности 
суммарного потока C  с интенсивностями первичного и индивидуального 
вторичного потоков запишется в виде 

       
2

1

111

T

T

BAC dtfftf  , (12.12) 

где   01 xf B , если 0x ;  21,TTG  ,  TTt ,0 . Решение интеграль-
ного уравнения (12.12) позволяет получить интенсивность индивидуаль-
ного вторичного потока. 

При решении интегрального уравнения (12.12) существенным явля-
ется учет расположения области наблюдения  . Пусть  1, TG . 
Тогда, положив начало отсчета в точке 1T  из (12.12), получим 

 . (12.13) 

Интегральное уравнение (12.13) представляет собой уравнение типа 
свертки. Для решения такого уравнения может использоваться преобра-
зование Лапласа. Преобразование Лапласа функции )(tf  дает ее изобра-
жение )( p , которое определяется следующей формулой: 
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t

BAC dftftf
0

111 
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   



0

dtetfp pt . 

Применив преобразование Лапласа к обеим частям выражения 
(12.13) и учитывая, что изображение по Лапласу свертки двух функций 
представляет собой произведение их изображений, получим 
      ppp BAC

111  , (12.14) 

где )(1 pA , )(1 pB  и )(1 pC  изображения по Лапласу соответственно 
функций )(1 tf A , )(1 tf B  и )(1 tf C . Из уравнения (12.14) легко находится 
изображение искомой интенсивности индивидуального вторичного по-
тока 

 . (12.15) 

Вычислив изображение )(1 pB  и применив обратное преобразова-
ние Лапласа, можно получить выражение для искомой интенсивности 
индивидуального вторичного потока )(1 tf B . 

Пример 12.1. Пусть интенсивность первичного потока имеет вид 
  0,1  aaetf bA  . 

Тогда ее изображение по Лапласу в соответствии с таблицами данного преобра-
зования имеет вид 

 
bp

apA


1 . 

Подставляя последнее выражение в (12.15), получим изображение интенсивно-
сти индивидуального вторичного потока: 

      pbpp
a

p CCB
111

1
 . 

В соответствии с таблицами преобразования Лапласа получим выражение для 
интенсивности индивидуального вторичного потока. Учитывая, что умножение изо-
бражения на p  эквивалентно дифференцированию соответствующей ему функции 
во временной области, находим 
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В случае если первичный поток является стационарным, т. е. atf A )(1 , то по-
следнее выражение упрощается. Для случая стационарного потока необходимо по-
ложить 0b . Тогда получим 
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Стоит отметить, что решение интегральных уравнений типа свертки 
относится к разряду плохо обусловленных задач. Поэтому восстановле-
ние искомой интенсивности )(1 tf B  при помощи преобразования Лапласа 
требует определения интенсивности суммарного потока )(1 tf C  с высокой 
точностью. По вышеуказанным причинам в ряде случаев имеет смысл 
применять альтернативные подходы к определению )(1 tf B , для которых 
базовые уравнения отличаются от уравнения (12.13). 

В качестве примера рассмотрим ситуацию, когда первичный поток 
является регулярным, т. е. его интенсивность задается выражением 
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A tiTf
0

11  , (12.16) 

где ])([ 12 tTTm  , 0t , ][x   целая часть действительного числа x . 
Подставляя (12.16) в (12.12), получим 
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Выражение (12.17) дает возможность получить рекуррентное соот-
ношение для определения интенсивности индивидуального вторичного 
потока: 
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где ttl  ; 0)(
0

1
1 

i

B titf . 

Отдельный интерес представляет ситуация, когда первичный поток 
является стационарным, т. е. atf A )(1 , причем ];[ G  
и  TT ,0 . Тогда уравнение (12.12) преобразуется к виду 

     abdxxfatf BC  


0
11 , (12.18) 

где 



0

1 )( dxxfb B . Как видно из выражения (12.18), в данном случае не-

возможно получить однозначно искомую интенсивность индивидуально-
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го вторичного потока, так как соотношению (12.18) удовлетворяет любая 
функция )(1 xf B , для которой выполняется условие 

  


bdxxf B

0
1 , 

т. е. среднее число событий задаваемого ею индивидуального вторичного 
потока B  конечно. В таких ситуациях для получения )(1 tf B  следует 
применять методы корреляционного анализа или методы, базирующиеся 
на использовании статистических данных, полученных с учетом момен-
тов наступления событий первичного потока. 

В заключение отметим, что как следует из выражения (12.9), сум-
марный поток, получаемый после наложения индивидуальных вторич-
ных потоков, в общем случае имеет сложную структуру, даже если пер-
вичный поток является элементарным, например, потоком Пуассона, от-
рицательно-биномиальным потоком и т. д. В то же время в некоторых 
ситуациях при наложении определенных ограничений на отдельные вто-
ричные потоки, тип суммарного потока C  может быть простым при про-
стом типе первичного потока. 

С учетом выражения (12.11) условный ПФЛ индивидуальных вто-
ричных потоков может быть записан через их моментные функции сле-
дующим образом: 

 . (12.19) 

Пренебрегая в (12.19) всеми слагаемыми начиная с третьего и под-
ставляя приближенную формулу для ];|;[ GuL   в (12.9), получаем сле-
дующее выражение для ПФЛ суммарного потока 

 . (12.20) 

Далее предположим, что первичный поток является потоком Пуас-
сона. Тогда, используя выражение (10.20) для ПФЛ потока Пуассона и 
выражение (12.20), получим 
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где выполнено изменение порядка интегрирования. С учетом выражения 
(12.12), (12.21) может быть переписано в следующем виде: 

      








 


dttutfuL C
1exp; . (12.22) 

Как видно из полученного выражения для ПФЛ суммарного потока 
(12.22), в рамках ограничений, позволяющих выполнить приведенные 
выше преобразования, суммарный поток в данном случае также является 
потоком Пуассона. Смысл основного из ограничений, наложенных на 
вторичные потоки, состоит в том, что число событий в их реализациях 
должно быть достаточно малым. При выполнении данного условия мож-
но показать, что тип суммарного потока совпадает с типом первичного 
потока также и в случаях, когда первичный поток является отрицатель-
но-биномиальным потоком или потоком Бернулли. 

Л е к ц и я  13 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ  СЛУЧАЙНЫХ  ПОТОКОВ. 
 СМО  КАК  ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ  СЛУЧАЙНЫХ  ПОТОКОВ 

При проведении ряда экспериментов, в качестве экспериментальных 
данных регистрируются реализации потоков случайных событий, кото-
рые несут информацию об исследуемом объекте. Такие потоки случай-
ных событий являются результатом ряда преобразований некоторого ис-
ходного случайного потока при его прохождении через исследуемую 
систему. Такие преобразования исходного потока в общем случае носят 
случайный характер и связаны преимущественно с изменением положе-
ния точек в реализации исходного потока, а также с изменением их ко-
личества. Причинами изменения местоположения точек могут быть, на-
пример, неточности, возникающие при фиксации момента появления ре-
гистрируемого события, а также особенности работы самого детектора. 
Причинами изменения количества событий в реализациях потока явля-
ются, как правило, потери событий в детекторах, например, из-за отлич-
ной от единицы квантовой эффективности и наличия конечного мертвого 
времени. Вместе с тем возможны и случаи, когда число событий в реги-
стрируемой реализации потока возрастает по сравнению с реализацией 
исходного потока. Такая ситуация обычно имеет место в случае, если в 
изучаемой системе присутствуют различного рода шумы (например, при 
использовании детекторов с электронными умножителями), а также по-
слеимпульсы. 
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Для формализованного описания процесса трансформации исходно-
го потока в поток, который получается после некоторого преобразова-
ния, будем использовать способ совместного задания моментов наступ-
ления событий этих потоков. 

Пусть исходный поток событий задан на интервале ],[ 21 TTG   со-
вокупностью моментов наступления его событий ,, 21  . Поток после 
преобразования наблюдается на интервале ],[ 0 TT , где регистрирует-
ся  совокупность  событий  преобразованного  потока   21, .   Для  
совместного описания совокупности случайных величин ,, 21   и 

21,  по аналогии с тем, как это было сделано для отдельного случай-
ного потока, введем систему совместных плотностей 

},1,0,,1,0),;,,;;,,({ 11   kmttG kmmk  . 

Данная система плотностей определяет совместную вероятность наступ-
ления точно m  событий исходного потока на области G , лежащих в ок-
рестностях точек m ,,1   и наступления точно k  событий преобразо-
ванного потока на области  , которые попали в окрестности точек 

ktt ,,1  . Представленные выше совместные плотности позволяют запи-
сать совместный ПФЛ двух систем точек для рассматриваемого преобра-
зования: 
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 (13.1) 

Приведенный выше совместный ПФЛ может быть переписан с уче-
том выражения для условных плотностей и соответственно определяемо-
го через них условного ПФЛ преобразованного потока 
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в следующем виде: 
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где  ,1,0),;,,( 1 mGmm    плотности исходного потока, 
];,,|;[ 1 GuL m    ПФЛ преобразованного потока при условии, что 

события исходного потока произошли в моменты времени m ,,1  . Ус-
ловные плотности (13.2) полностью отражают процесс преобразования 
исходного потока. 

Зная выражение для совместного производящего функционала 
 ;;; uGvL , нетрудно восстановить ПФЛ входного потока 
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I uGvLGvL  (13.4) 

и найти ПФЛ выходного потока 
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Далее будут рассмотрены некоторые простейшие виды преобразо-
ваний исходного потока и получены соответствующие выражения для 
ПФЛ выходного потока. 

Тождественное преобразование. Рассмотрим случай, когда выпол-
няемое преобразование является тождественным, т. е. входной поток не 
подвергается никаким изменениям. Пусть G , тогда очевидно: 
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Подставив последнее выражение в выражение для условного ПФЛ 
преобразованного потока (13.2), получим 

 . (13.7) 

Заметим, что как видно из выражения (13.7), условный ПФЛ в рас-
сматриваемом случае может быть представлен в следующем виде: 
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где 

 . (13.9) 

Представление (13.8) характерно для преобразований, действующих 
независимо по каждому событию исходного потока. Подставляя выра-
жение (13.7) для условного ПФЛ в формулу (13.3), получаем следующее 
представление совместного ПФЛ исходного и преобразованного пото-
ков: 
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откуда окончательно получаем 
         GuvLuGvL I ;111;;;  . (13.10) 

Потери событий. Перейдем к рассмотрению преобразования типа 
потерь событий. Предположим, что всякое событие исходного потока, 
которое наступило в момент времени  , независимо от других событий 
остается в преобразованном потоке с вероятностью )(q , либо, соответ-
ственно, теряется с вероятностью )(1 q . Функция )(q , значения кото-
рой принадлежат отрезку ]1,0[ , называется функцией прореживания ис-
ходного потока. Так как рассматриваемое преобразование выполняется 
независимо по каждому из отдельных событий исходного потока, то для 
него справедливо соотношение (13.8). Тогда для получения условного 
ПФЛ преобразованного потока ];,,|;[ 1 GuL m   остается найти выра-
жения для условных ПФЛ ]|;[ uL . Очевидно, что плотности, на основе 
которых строятся эти ПФЛ, в рассматриваемой ситуации имеют вид 
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Подставляя выражение (13.11) в формулу (13.9), получаем условный 
ПФЛ ]|;[ uL : 

          

          .111

11|; 111





uquqq

dttutqquL



 
  

Далее с учетом выражения (13.8) получаем формулу для условного 
ПФЛ преобразованного потока событий 

        

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      



m

i
iim uqGuL

1
1 1;,,|;   . 

Используя полученное выражение для условного ПФЛ и учитывая 
(13.3), получаем формулу для совместного ПФЛ исходного и преобразо-
ванного потоков при преобразовании типа потерь событий: 

            m

m

i
iii

m G
mm dduqvG

m
uGvL

m

  1
10

1 11;,,
!

1;;;  






 , 

или, учитывая общий вид ПФЛ исходного потока и переписывая послед-
нее выражение в более компактном виде 
           GuqvLuGvL I ;111;;;  . (13.12) 

Последнее выражение позволяет найти формулу для ПФЛ проре-
женного потока с функцией прореживания )(q , которое c учетом (13.5) 
имеет вид 
       GuqLuL III ;;  . (13.13) 

Для преобразования типа потерь событий, в частности, можно рас-
смотреть случай, когда G , а все события исходного потока, которые 
попадают в область  \1 G , теряются. Такое преобразование являет-
ся частным случаем предыдущего при условии, что функция прорежива-
ния имеет следующий вид: 

. 

Подставляя последнее выражение в (13.13), получаем ПФЛ преобра-
зованного потока на подобласти  : 
     




t
III GuLuL ;; , (13.14) 

что, как и ожидалось, отражает равенство в пределах   ПФЛ преобразо-
ванного и исходного потоков. 

Изменение местоположения событий. Рассмотрим линейное неза-
висимое преобразование точек исходного потока, имеющее вид 

,2,1,  iiii  , 
где i   одинаково распределенные случайные величины, характери-
зующие смещение точек исходного потока. Обозначим через )(tB  функ-
цию распределения случайных величин i  и найдем выражение для ус-
ловного ПФЛ ]|;[ uL  на расширенной области ];[  . Услов-
ные плотности, соответствующие данному ПФЛ, имеют вид 

 


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   













1,0

1,;|;,, 1
11|

k

ktB
dt
d

Gtt kk


  . 

Тогда выражение для самого условного ПФЛ ]|;[ uL  будет вы-
глядеть следующим образом: 

 
      

         .1

1|;
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







tdBtutdBtutdB

dttB
dt
dtuuL

 (13.15) 

Проведем обратное сужение области   к  . Данную операцию 
можно рассматривать как операцию по удалению точек. На основании 
этого, воспользовавшись выражением (13.14), получим выражение для 

]|;[ uL : 
      



  tdBtuuL 1|; . (13.16) 

Далее с учетом выражений (13.8) и (13.16) получаем формулу для 
условного ПФЛ преобразованного потока событий: 

       
 










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i
im tdBtuGuL

1
1 1;,,|;   . (13.17) 

Выражение для совместного ПФЛ исходного и преобразованного 
потоков может быть получено для преобразования, изменяющего место-
положения событий, путем подстановки выражения (13.17) в формулу 
(13.3). Выполняя данную подстановку и записывая полученное выраже-
ние в компактном виде, получаем 

         











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
 



GtdBtuvLuGvL I ;111;;; . (13.18) 

Последнее выражение позволяет получить ПФЛ преобразованного 
потока, который c учетом (13.5) имеет вид 

       







 



GtdBtuLuL III ;; . (13.19) 

Используя формулы, связывающие ПФЛ для входного и выходного 
потоков для определенного вида преобразования, можно получать выра-
жения для характеристик выходного потока. Так, например, используя 
полученную формулу (13.19), можно найти выражение для интенсивно-
сти преобразованного потока. Для этого достаточно выполнить функ-
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циональное дифференцирование выражения (13.19) при условии, что 
пробная функция 0)( tu . В результате получим выражение, связываю-
щее интенсивность )(1 tf II  преобразованного потока с интенсивностью 

)(1 If  исходного потока и функцией распределения случайного смеще-
ния: 

   
 





G

III d
dt
tdBftf 


11 . 

Рассмотрим более общий случай, когда точки исходного потока не-
зависимо друг от друга подвергаются некоторому нелинейному преобра-
зованию вида 
   ,2,1,  iD ii  . (13.20) 

Обозначим через 1D  обратное к (13.20) преобразование и будем 
считать, что оно является однозначным, т. е. )(1

ii D   . Тогда выра-
жение для условных плотностей );|;,,( 11| Gtt kk    будет иметь вид 
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С учетом этого получаем выражение для ]|;[ uL : 
. 

Отсюда, находя условный ПФЛ преобразованного потока согласно (13.8) 
и далее подставляя полученное выражение в формулу (13.3), получаем 
выражение для совместного ПФЛ исходного и преобразованного пото-
ков: 

         GDuvLuGvL I ;111;;;  . 
Как следствие ПФЛ выходного потока для рассматриваемого преоб-

разования имеет вид 
 . (13.21) 

Выполняя функциональное дифференцирование выражения (13.21) 
при условии 0)( tu , получаем связь между интенсивностями исходного 
и преобразованного потоков: 

      
dt

tdDtDftf III
1

1
11


 . 

Стоит отметить, что при исследовании реальных систем обработки 
информации часто обнаруживается, что в процессе их функционирова-
ния входные данные и результаты их обработки системой представимы в 

     DuuL  1|;

     GDuLuL III ;; 



134 

виде последовательности событий, имеющих определенное положение 
во времени. Для построения математических моделей таких систем ис-
пользуется понятие системы массового обслуживания (СМО). 

СМО как преобразователь случайных потоков. Обобщенная 
схема системы массового обслуживания представлена на рис. 13.1. 

 

Рассмотрим основные структурные элементы, составляющие систе-
му массового обслуживания. 

Потоки событий. Поток событий представляет собой совокупность 
событий, каждое из которых характеризуется только определенным по-
ложением во времени. Входной поток  это совокупность событий, по-
ступающих на вход системы и требующих обработки. Выходной поток  
это совокупность событий, сформированных в результате работы систе-
мы. В общем случае события различных потоков в пределах СМО могут 
различаться по типу и приоритету обслуживания. 

Обслуживающие приборы. Обслуживающие приборы являются эле-
ментами СМО, которые выполняют обработку событий, поступающих на 
их вход, и формируют выходной поток событий. Смысл процесса обслу-
живания события входного потока заключается обычно в изменении его 
местоположения на временной оси в соответствии с функцией распреде-
ления времени обслуживания прибора ),( tB . Функция распределения 
времени обслуживания зависит от момента времени  , в который начи-
нается обслуживание очередного события, и определяет вероятность то-
го, что поступившее в момент времени   на обслуживающий прибор со-
бытие обслужится к моменту времени t : 

 tPtB   ),( , 

ОП 1 

ОП 2 

ОП N1 

…
 

ОП 1 

ОП 2 

ОП N2 

…
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ОП 2 

ОП Nk 

…
 

… 

k фаз обслуживания 

Входной 
поток 

событий 

Выходной 
поток  

событий 

Рис. 13.1. Схематичное представление СМО 
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где    случайная величина, характеризующая время обслуживания. 
Очереди событий. Очереди событий используются в СМО для раз-

мещения событий, поступивших в систему и ожидающих момента вре-
мени, когда соответствующий обслуживающий прибор освободится и 
сможет начать их обработку. При наличии очередей возможны различ-
ные схемы, задающие порядок обслуживания ожидающих в очереди со-
бытий, которые называются дисциплинами обслуживания. Среди наибо-
лее известных можно выделить такие дисциплины обслуживания ожи-
дающих событий, как: 

 FIFO (First In First Out). Данная дисциплина определяет прямой 
порядок обслуживания событий, при котором события обслужи-
ваются в порядке поступления. 

 LIFO (Last In First Out). Данная дисциплина определяет обратный 
или стековый порядок обслуживания, когда на обслуживание вы-
бирается событие, поступившее в систему последним. 

 Случайный порядок обслуживания, при котором очередное собы-
тие для обслуживания выбирается случайно с равной вероятно-
стью. 

При построении СМО возможны две основные схемы их поведения 
в случае, если в момент поступления какого-либо входного события все 
доступные обслуживающие приборы оказываются занятыми. Согласно 
первой схеме (системы с потерями) такое событие просто получает от-
каз (или, как говорят, ‹‹теряется››) и все дальнейшее течение процесса 
обслуживания идет так, как если бы этого события вообще не поступало. 
При другом устройстве СМО (системы с ожиданием) событие, застав-
шее все приборы занятыми, сохраняется в очереди событий как претен-
дент на будущее обслуживание и в дальнейшем занимает один из осво-
бодившихся приборов. Кроме того, возможен и некоторый промежуточ-
ный вариант поведения СМО (системы с очередью ограниченной длины), 
когда события, поступающие для обслуживания, остаются в очереди, ес-
ли число ранее прибывших и ожидающих обслуживания событий не 
превышает заданного числа k , в противном случае событие теряется. 

В некоторых СМО пребывание событий в очереди может ограничи-
ваться по времени. В данном случае возможен вариант, когда каждое 
требование остается в обслуживающей системе не более чем на  время 

t , даже если началось его обслуживание. Возможен также и вариант, 
когда время ожидания ограничено величиной t , но если до истечения 
этого срока обслуживание началось, то оно доводится до конца. 

В описанных выше вариантах поведения СМО предполагалось, что 
обслуживающие приборы обладают абсолютной надежностью, и сами 



136 

никогда не выходят из рабочего состояния. Это несколько идеализирует 
реальные системы. По этой причине при построении ряда СМО учитыва-
ется возможность выхода обслуживающих приборов из строя. 

Еще одной особенностью построения СМО, которая встречается 
достаточно часто, является обслуживание с преимуществом. Эта осо-
бенность состоит в следующем. В систему массового обслуживания по-
ступает не один, а несколько потоков требований. Требования потоков с 
меньшими номерами пользуются преимущественным правом обслужи-
вания и становятся при появлении в очередь впереди всех ранее посту-
пивших требований с более высокими номерами породивших их пото-
ков. Здесь в свою очередь возможны два варианта функционирования 
СМО: требование высокого ранга не прерывает обслуживание требова-
ний менее высоких рангов; требование высокого ранга прерывает уже 
проводившееся обслуживание более низкого ранга. Во втором случае 
также различают две возможности: при возвращении вытесненного тре-
бования в обслуживающий прибор предыдущая работа забывается и об-
служивание начинается сначала, либо ранее произведенная работа не за-
бывается. 

При всем многообразии представленных выше схем для построения 
СМО процесс функционирования любой из возможных систем сводится 
к преобразованию входного потока событий в выходной поток, при ко-
тором события входного потока могут изменять свое местоположение во 
времени, а также может изменяться число событий в выходном потоке 
по сравнению с входным. Как было показано выше, такие типы преобра-
зования  могут  быть  описаны  математически  с  применением   аппара-
та ПФЛ. 

Рассмотрим входной и выходной потоки событий, которые присут-
ствуют в структуре СМО, как исходный и преобразованный потоки со-
бытий, которые рассматривались при описании преобразования случай-
ных потоков. В таком представлении становится очевидным, что теория, 
приведенная ранее и основанная на использовании ПФЛ, становится 
справедливой и для описания СМО. Для совместного описания входного 
и выходного потоков заявок могут использоваться системы совместных 
плотностей },1,0,,1,0),;,,;;,,({ 11   kmttG kmmk   и выраже-
ния для совместного ПФЛ входного и выходного потоков (13.1) и (13.3), 
а также для ПФЛ входного (13.4) и выходного (13.5) потоков. При по-
строении совместного ПФЛ, его конечное выражение будет отражать 
структуру конкретной рассматриваемой системы, а также будет зависеть 
от функций распределения времени обслуживания приборов,  входящих 
в СМО. 
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Кроме характеристик входного и выходного потоков, которые могут 
быть получены с использованием выражений (13.4) и (13.5) для их ПФЛ 
соответственно, при помощи совместного ПФЛ можно найти и некото-
рые дополнительные характеристики рассматриваемой СМО. Так, на-
пример, одной из важнейших характеристик любой СМО является рас-
пределение числа событий )(t , находящихся в системе в произвольный 
момент времени t . Обозначим производящую функцию )(t  как ),(1 tz . 
Для нахождения ),(1 tz  прервем поступление заявок на вход системы в 
момент времени t . Тогда число заявок на выходе системы на интервале 

],[ t  в точности совпадает с )(t . Отсюда, учитывая связь производящей 
функции и ПФЛ , получим  выражения для ),(1 tz : 
       

  011 ,;1;,;,





 vtztTvLtz , (13.22) 

где 1T   начало интервала, на котором определен входной поток. 
Также легко, при известном ПФЛ выходного потока, определяется 

производящая функция числа заявок, обслуженных за произвольный ин-
тервал времени  : 
     ;1,2 zLtz II . (13.23) 

Сами распределения, для которых выше были представлены произ-
водящие функции, могут быть получены путем многократного диффе-
ренцирования по переменной z  так же, как это было показано ранее для 
распределения числа событий обычного случайного потока (формула 
(9.24)). 

Продемонстрируем использование аппарата ПФЛ для описания 
СМО на примере СМО с бесконечным числом обслуживающих прибо-
ров. 

Пример 13.1. Рассмотрим СМО с бесконечным числом обслуживающих прибо-
ров. Пусть на вход такой системы поступает произвольный поток событий, задавае-
мый ПФЛ ];[ GvLI . Пусть функции распределения времени обслуживания ),( tB   
одинаковы для всех обслуживающих приборов в рассматриваемой системе. Так как 
число приборов в системе бесконечно, то моменты окончания обслуживания событий 
входного потока при фиксированных моментах их поступления в систему независи-
мы. По этой причине условный ПФЛ выходного потока представим в виде 

   



m

i
im uLGuL

1
1 |;;,,|;   , 

где ]|;[ iuL    ПФЛ потока состоящего из одного события, отстоящего от точки   
на некоторое случайное расстояние, задаваемое распределением ),( tB  . Согласно 

];1[),( DzLDz 
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рассмотренному ранее преобразованию смещения точек потока событий ПФЛ этого 
одноточечного потока по аналогии с (13.16) имеет вид 

     


 tdBtuuL ,1|;  . 

Тогда, с целью получения совместного ПФЛ входного и выходного потоков для 
рассматриваемой СМО, необходимо проделать преобразования аналогичные приве-
денным выше, при рассмотрении преобразования событий случайного потока типа 
смещения во времени. На этом основании выражение для совместного ПФЛ входно-
го и выходного потоков в данном случае будет выглядеть следующим образом: 

        




















 



GtdBtuvLuGvL I ;1,11;;; . 

Откуда ПФЛ выходного потока: 

. 

На основании (13.22) получаем ПФ числа заявок в системе на момент времени t  
         tTtBzLtz I ,;,11, 11  . 

В частности, если входной поток является потоком Пуассона с интенсивностью 
)(t , то, учитывая выражение (10.20) для ПФЛ такого потока, получим следующее 

выражение для ),(1 tz : 
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5. АНАЛИЗ  СТАТИСТИЧЕСКИХ  ХАРАКТЕРИСТИК 
ПОТОКОВ  СЛУЧАЙНЫХ  СОБЫТИЙ 

 
Л е к ц и я  14 

ОБОБЩЕННАЯ  СХЕМА  АНАЛИЗА  СТАТИСТИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК  ПОТОКОВ  СЛУЧАЙНЫХ  СОБЫТИЙ 

При выполнении практических исследований в различных областях 
науки данные, получаемые в процессе проведения экспериментов, могут 
быть представлены в виде последовательности событий, которые обра-
зуют поток. Более того, часто приходится иметь дело с экспериментами, 
при проведении которых потоки случайных событий различной природы 
претерпевают ряд преобразований. При этом под воздействием иссле-
дуемой системы на исходный случайный поток изменяется местополо-
жение событий и их количество. Изменения, которые отражаются на ха-
рактере регистрируемого потока, несут информацию об исследуемой 
системе. Для извлечения данной информации зарегистрированная реали-
зация преобразованного случайного потока подвергается предваритель-
ной обработке с целью получения различного рода статистических ха-
рактеристик, которые далее используются в процессе анализа для полу-
чения значений параметров, характеризующих те или иные свойства ис-
следуемой системы. 

Одними из наиболее ярких примеров экспериментов, результаты ко-
торых представимы в дискретно-событийном виде, могут служить экспе-
рименты во флуоресцентной спектроскопии. В основе таких эксперимен-
тов лежит способность молекул ряда веществ поглощать падающие на 
них фотоны определенной длины волны, и затем через некоторое время 
испускать фотоны на другой длине волны, свойственной данному виду 
молекул. Время между поглощением фотона и его повторным испуска-
нием является случайной величиной и несет информацию об исследуе-
мом образце, а также о процессах, которые протекают в рассматриваемой 
молекулярной системе. 

Далее будет дано краткое описание ряда флуоресцентных экспери-
ментов, а также дано представление о характере получаемых в результа-
те их проведения данных. 

Импульсные измерения кривых затухания флуоресценции. В экспе-
риментах по импульсному измерению кривых затухания флуоресценции 
(рис. 14.1) на исследуемый образец направляется поток фотонов. 
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После некоторой временной задержки, зависящей от оптических и 
фотофизических процессов в веществе,  фотоны,  поглощенные  образ-
цом, переизлучаются и регистрируются на детекторе. Детектирующее 
устройство позволяет зарегистрировать поток случайных событий, пред-
ставленный временами прихода фотонов. При этом нулевой момент вре-
мени соответствует приходу импульса возбуждения. Для регистрации 
кривых затухания флуоресценции наиболее часто применяется метод 
счета единичных фотонов. Согласно данному методу исследуемый обра-
зец возбуждается последовательностью импульсов настолько малой ин-
тенсивности, чтобы на детекторе можно было зарегистрировать время 
прихода единичного фотона, причем этот фотон является единственным 
приблизительно на 20 импульсов возбуждения. Поскольку испускание 
флуоресценции является случайным явлением, то вероятность испуска-
ния единичного фотона с определенной временной задержкой в различ-
ные моменты времени будет той же, что и вероятность испускания фото-
нов с той же временной задержкой для большого числа флуорофоров.  

В качестве анализируемой статистической характеристики регист-
рируемого потока фотонов используется интенсивность затухания 
флуоресценции, которая представляет собой гистограмму, построенную 
по интервалам времени между регистрацией переизлученных фотонов на 
детекторе и временем прихода оптического импульса возбуждения. 
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Рис. 14.1. Формирование кривой затухания флуоресценции 
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Флуоресцентная спектроскопия отдельных неподвижных молекул. 
Данный вид флуоресцентных экспериментов является достаточно чувст-
вительным и эффективным методом для исследования свойств отдель-
ных молекул. При проведении типичного эксперимента такого типа 
можно выделить три потока событий, которые представлены на рис. 14.2. 

Первый поток событий представляет собой фотоны возбуждения, 
временное местоположение которых полностью определяется функцией 

плотности распределения расстояний между фотонами )(th . В случае ес-
ли возбуждение выполняется при помощи хорошо стабилизированного 
лазера и является непрерывным, то временные промежутки между со-
седними фотонами распределены по экспоненциальному закону. В слу-
чае импульсного возбуждения каждый возбуждающий импульс состоит 
из множества фотонов, в то время как отдельной молекулой поглощается 
только один из них. В этом случае расстояние между соседними фотона-
ми можно считать одинаковым, а )(th  будет представлять собой дельта-
функцию. 

Отдельная молекула в невозбужденном состоянии может поглощать 
фотон (вертикально заштрихованные символы), переходя при этом в 
возбужденное состояние. В случае если другие фотоны попадают на воз-
бужденную молекулу, то они теряются (вертикально и горизонтально 
заштрихованные символы). Спустя некоторое время молекула переходит 
обратно в невозбужденное состояние либо путем испускания фотона (го-
ризонтально заштрихованные символы), либо безизлучательно. Испу-

Рис. 14.2. Схема регистрации фотонов при исследова-
нии отдельных неподвижных молекул методом флуо-

ресцентной спектроскопии 
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щенные фотоны (закрашенные символы) регистрируются детектором в 
пределах интервала наблюдения ];[ 0 TT  с вероятностью k , которая 
определяет эффективность детектирующей системы. В противном случае 
они теряются (символы, заштрихованные волнистой линией). Испущен-
ные фотоны представляют собой второй поток событий. Фотоны, зафик-
сированные детектором, образуют третий поток. 

Статистические характеристики зарегистрированного детектором 
потока фотонов содержат информацию о фотонах возбуждения, а также 
о свойствах исследуемой молекулы. Среди таких статистических харак-
теристик можно выделить корреляционную функцию, распределение ин-
тервалов между соседними фотонами, распределение числа фотонов на 
интервале наблюдения, распределения первого и единственного события 
на интервале наблюдения. При анализе перечисленных выше статисти-
ческих характеристик с использованием соответствующих моделей мож-
но получить значения параметров, характеризующих определенные 
свойства исследуемой молекулы. 

Флуоресцентная флуктуационная спектроскопия. При проведении 
такого рода экспериментов фиксируются, а затем анализируются стати-
стические флуктуации интенсивности флуоресценции, полученной путем 
засветки малого объема, через который могут проходить молекулы ис-
следуемого образца. Молекулы образца заключены в пределах кюветы 
некоторого объема V , в пределах которого они могут свободно диффун-
дировать. Луч хорошо стабилизированного лазерного излучения фокуси-
руется на центре кюветы, формируя в ее пределах область с неоднород-
ной интенсивностью засветки (максимальной в фокусе и быстро спа-
дающей к периферии). Каждый раз, когда флуоресцентная молекула вхо-
дит в освещенный объем, регистрируется всплеск интенсивности флуо-
ресценции. Изменение интенсивности флуоресценции регистрируется 
даже тогда, когда молекула остается в объеме, но изменяет свое место-
положение вследствие сильной неоднородности засветки (максимальная 
в фокусе и быстро спадающая к периферии). Флуктуации интенсивности 
могут быть также вызваны процессами, влияющими на квантовый выход 
флуоресценции вещества (например, переход в триплетное состояние). 
Из теории детектирования известно, что при постоянной интенсивности 
излучения, падающего на детектор, на выходе детектора будет наблю-
даться поток событий, который является потоком Пуассона. В случае ес-
ли в падающей интенсивности наблюдаются флуктуации случайного ха-
рактера, то на выходе детектора будет наблюдаться уже дважды стохас-
тический поток событий. Таким образом, флуктуации интенсивности 
флуоресценции, порождаемые различными процессами, происходящими 
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в изучаемой молекулярной системе, определяют отклонение характера 
потока на выходе детектора от потока Пуассона. Как следствие описан-
ные выше флуктуации будут отражаться и на форме статистических ха-
рактеристик, построенных на базе случайного потока, регистрируемого 
на выходе детектора. В результате при анализе построенных статистиче-
ских характеристик, таких как корреляционная функция, распределение 
числа фотонов на интервале наблюдения и т. д., с использованием соот-
ветствующих моделей можно получать значения ряда параметров, отра-
жающих те или иные свойства исследуемой молекулярной системы (ко-
эффициент  диффузии,   время   нахождения   в  триплетном  состоянии  
и т. д.). 

Как следует из приведенных выше примеров различного рода экс-
периментов, в результате предварительной обработки зарегистрирован-
ных в ходе их проведения случайных потоков получают некоторый на-
бор статистических характеристик, которые несут информацию об опре-
деленных свойствах исследуемой системы. Стоит отметить, что полу-
чаемые из экспериментальных случайных потоков статистические харак-
теристики не являются абсолютно точными, а содержат искажения, обу-
словленные наличием статистического шума, характер которого, вообще 
говоря, зависит как от вида самой статистической характеристики, так и 
от типа проводимого эксперимента. По этой причине для получения ко-
личественных оценок параметров, характеризующих интересующие ис-
следователя свойства, построенные статистические характеристики 
должны быть проанализированы с применением ряда специально пред-
назначенных для этого алгоритмов.  

Вне зависимости от конкретного эксперимента, при проведении ко-
торого были получены статистические характеристики случайного пото-
ка событий, их обработка может проводиться по единой схеме, которая 
позволяет определить четкую структуру выполняемого анализа. Это в 
свою очередь дает возможность выработать методику проведения вы-
числений и использовать ряд методов, для которых уже  существует  
достаточно мощный и хорошо разработанный аналитический аппарат. 
Обобщенная схема проведения анализа статистических характеристик, 
случайного потока представлена на рис. 14.3. 

Как видно из приведенной схемы, выполнение анализа обеспечива-
ется рядом взаимодействующих друг с другом объектов, каждый из ко-
торых выполняет достаточно четко определенную отдельную задачу. 
Процесс анализа представляет собой организованную по определенным 
правилам последовательность взаимодействий между объектами, вклю-
ченными в схему. 
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Рис. 14.3. Обобщенная схема анализа статистических характеристик потока событий 
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Рассмотрим отдельные этапы подготовки и выполнения анализа ста-
тистических характеристик случайного потока событий. 

Первым предварительным этапом проведения анализа является под-
готовка исходных данных в виде набора статистических характеристик. 
Предназначенные для анализа статистические характеристики могут 
быть либо получены непосредственно в ходе измерений, либо вычис-
ляться на основании измеренного потока случайных событий. Местопо-
ложение отдельных событий потока на оси времени несет информацию 
об исследуемом образце, породившем случайный поток. Часть данной 
информации будет содержаться в определенной статистической характе-
ристике, построенной на основании анализируемого случайного потока. 
Способ, применяемый для вычисления требуемой статистической харак-
теристики исследуемого потока случайных событий, зависит от вида вы-
бранной характеристики. 

Поскольку каждая статистическая характеристика может содержать 
различные части информации из исходного потока случайных событий, 
то построение и анализ нескольких статистических характеристик дают 
более полную картину об изучаемом образце. 

После получения исходных статистических характеристик иссле-
дуемой системы необходимо выбрать набор моделей, которые могли бы 
быть поставлены им в соответствие. Модель представляет собой матема-
тически формализованное описание некоторой статистической характе-
ристики потока, которое отражает процессы, протекающие в исследуе-
мом образце. В то время как исходная статистическая характеристика 
потока представляет собой данные, которые должны быть проанализиро-
ваны, модель позволяет построить соответствующую теоретическую за-
висимость (теоретическую характеристику), которая сравнивается в про-
цессе анализа с исходной. Форма теоретической характеристики, сгене-
рированной моделью, зависит от значений одной или более переменных, 
называемых параметрами модели. Математически теоретическая харак-
теристика может быть представлена в следующей обобщенной форме: 
  afF th , , (14.1) 
где      представляет  собой   область   значений  аргумента,   на  кото-
рой определена выбранная статистическая характеристика потока, 

 maaaa 


21,   вектор параметров, f  обозначает алгоритм, позво-
ляющий вычислить теоретическую характеристику на   в соответствии 
со значениями a . 

Каждый параметр miai 1,   в пределах выбранной модели имеет 
достаточно определенный смысл и характеризует систему, описываемую 
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моделью в целом. Например, в широко известной много-
экспоненциальной модели, применяемой для анализа кривых затухания 
флуоресценции, параметр, называемый временем жизни, обозначает 
среднее время, в течение которого флуорофор остается в возбужденном 
состоянии. 

В зависимости от формы алгоритма f  все модели могут быть разде-
лены на две большие группы: аналитические и имитационные. В случае 
использования аналитических моделей теоретическая характеристика 
вычисляется в соответствии с некоторой математической формулой. 
Вследствие этого, теоретические характеристики, сгенерированные при 
помощи аналитических моделей, не содержат статистического шума. 
Имитационные модели используют для построения теоретической харак-
теристики алгоритмы статистического моделирования. Примерами ими-
тационных моделей могут служить достаточно часто упоминаемые в ли-
тературе модели, построенные при помощи метода Монте-Kaрло. Алго-
ритм генерации теоретической характеристики в имитационных моделях 
обычно очень детально отражает природу процессов, протекающих в ис-
следуемом образце. Основным недостатком имитационных моделей яв-
ляется то, что, по сравнению с аналитическими моделями, они требуют 
значительно большего времени вычислений для получения теоретиче-
ской характеристики. Поскольку алгоритмы, заложенные в основу ими-
тационных моделей, используют генераторы случайных величин, теоре-
тические характеристики, получаемые с помощью таких моделей, со-
держат статистический шум. 

Следующим элементом, играющим важную роль в процессе анализа 
статистических характеристик потока случайных событий, является ал-
горитм генерации начальных приближений для параметров выбранной 
модели. Задачей данного алгоритма является получение такого набора 
значений параметров модели, при котором исходная статистическая ха-
рактеристика потока и теоретическая характеристика, получаемая при 
помощи модели, будут максимально близки друг к другу. Для получения 
соответствующих значений параметров модели алгоритм генерации на-
чальных приближений использует информацию об исходной статистиче-
ской характеристике, построенной по имеющемуся потоку случайных 
событий. Значения параметров, получаемые при помощи алгоритма ге-
нерации начальных приближений, обычно несколько отличаются от оп-
тимальных значений. Однако использование этих значений на следую-
щем этапе итерационного анализа приводит к значительному ускорению 
процедуры анализа и получению более точных результатов. 
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После вычисления исходной статистической характеристики, выбо-
ра модели и генерации начальных приближений для ее параметров, мо-
жет быть выполнена основная часть анализа, представляющая собой ите-
рационную процедуру подгонки теоретической характеристики к исход-
ной. Данная процедура позволяет получить такой набор параметров мо-
делей, при котором достигается наилучшее совпадение исходной и тео-
ретической характеристик. Процедура итерационного анализа строится 
на базе двух компонент: целевого критерия и метода оптимизации. 

Целевой критерий предназначен для сравнения исходной и теорети-
ческой характеристик, а также для вычисления значения, которое пока-
зывает степень их совпадения. Большинство целевых критериев, пред-
ставленных в литературе, являются следствием теории максимального 
правдоподобия. В соответствии с этой теорией целью анализа является 
максимизация функции правдоподобия, задаваемой следующим образом:  
 ),,...,,()( 21 axxxfaL k


 , (14.2) 

где ix   значение исходной статистической характеристики в i -й точке 
),1( ki   области значений аргумента  , },{ 21 maaaa 


   вектор из 

m  параметров. 
Функция ),,...,,( 21 axxxf k

  представляет собой совместную плот-
ность вероятности того, что именно значения kxxx ,...,, 21  будут значе-
ниями исходной статистической характеристики в k,2,1 -й точках про-
странства аргументов. Для выполнения анализа необходимо найти такую 
комбинацию параметров maaa 21, , которая дает максимум функции 
правдоподобия )(aL  . Более подробно некоторые целевые критерии бу-
дут рассмотрены позднее. 

Методы оптимизации предназначены для поиска оптимального на-
бора значений анализируемых параметров, при котором достигается 
максимум соответствия между исходной и теоретической характеристи-
ками. Каждый метод оптимизации использует собственный, отличный от 
других математический алгоритм, предназначенный для изменения зна-
чений параметров в процессе проведения анализа. Все множество мето-
дов оптимизации может быть разделено на две большие группы: методы, 
не требующие вычисления значений производных целевого критерия по 
параметрам, и градиентные методы, алгоритмы которых требуют вычис-
ления вышеуказанных производных.  

Среди методов, не использующих значения производных от целево-
го критерия, можно выделить несколько классов, упоминаемых в литера-
туре. Методы прямого поиска выполняют одномерный поиск по каждо-
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му анализируемому параметру (сеточный метод, метод Хука-Дживса, 
метод Пауела, метод Розенброка). Симплекс-методы используют по-
строение многоугольника (симплекса) в пространстве анализируемых 
параметров и перемещают центр данного многоугольника в точку в про-
странстве параметров, где значение целевого критерия является наилуч-
шим. Стохастические методы используют процедуру поиска, основан-
ную на случайном определении направления в пространстве параметров 
(метод случайного поиска, метод Монте-Карло, ‹‹simulated annealing›› 
метод). 

Применение градиентных методов оптимизации обеспечивает бо-
лее быструю сходимость к оптимальному значению целевого критерия 
по сравнению с методами, не использующими производных. Однако в то 
же время данные методы требуют вычисления первых, а в некоторых 
случаях и вторых производных от целевого критерия, что не всегда явля-
ется простой задачей. Наиболее часто в литературе упоминают следую-
щие градиентные методы: метод наискорейшего спуска, метод Гаусса  
Ньютона, метод Марквардта. 

После нахождения оптимального набора параметров модели при 
помощи итерационной процедуры анализа, описанной выше, необходимо 
оценить качество полученных результатов. Кроме конечного значения 
целевого критерия для оценки качества полученных результатов, можно 
использовать ряд предназначенных для этой цели критериев. Наиболее 
часто для оценки качества проведенного анализа используются графиче-
ские зависимости взвешенных остатков и их автокорреляционной функ-
ции от значений аргумента в области  , а также построение доверитель-
ных интервалов для полученных значений параметров, для чего может, 
например, использоваться метод исчерпывающего поиска. В случае если 
критериев, указанных выше, недостаточно для оценки качества прове-
денного анализа, могут быть использованы дополнительные критерии, 
такие как стандартное отклонение целевого критерия ( 2

Z ), параметр 

Дурбина  Ватсона, тест серий и т. д. 
Отдельно стоит выделить такую часть обобщенной схемы анализа, 

как связывание параметров. Для того чтобы понять, что такое связыва-
ние параметров и с какой целью оно используется в процессе анализа, 
рассмотрим следующий пример. 

Пусть для получения параметров, характеризующих свойства иссле-
дуемой системы, было построено несколько статистических характери-
стик, которые соответствуют нескольким проведенным экспериментам. 
Пусть в процессе проведения вышеуказанных экспериментов изменялись 
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условия, влияющие на состояние исследуемой системы, что в свою оче-
редь привело к изменению значений части параметров, характеризую-
щих состояние системы, в то время как значения оставшейся части пара-
метров остались неизменными. Пусть модели построенных статистиче-
ских характеристик содержат как параметры, значения которых отлича-
лись в различных экспериментах, так и параметры, значения которых 
должны были остаться неизменными. 

В такой ситуации весь набор построенных статистических характе-
ристик анализируется совместно, а сама процедура получения оптималь-
ного набора параметров с использованием совокупности статистических 
характеристик называется глобальным анализом. Такой тип анализа име-
ет смысл лишь в том случае, когда часть параметров моделей, соответст-
вующих различным статистическим характеристикам, имеет одинаковые 
значения. Именно для таких параметров и применяется процедура свя-
зывания, что делает их значения одинаковыми в процессе анализа. Свя-
занные параметры рассматриваются как один параметр, от которого за-
висят теоретические кривые всех моделей, параметры которых были свя-
заны. Как следствие, возможность связывания параметров уменьшает 
общее число параметров подлежащих оптимизации. Это делает прово-
димый анализ более устойчивым к попаданию в локальные экстремумы 
целевого критерия и увеличивает вероятность определения набора пара-
метров, который является наиболее оптимальным. Кроме того, при про-
ведении совместного анализа нескольких статистических характеристик 
увеличивается количество экспериментальной информации, доступной 
для анализирующих алгоритмов, что делает анализ более устойчивым. 

Таким образом, методика анализа статистических характеристик по-
тока случайных событий, приведенная выше, содержит полный набор ал-
горитмов, позволяющий получать оценки значений параметров, характе-
ризующих исследуемую систему, а также оценивать качество получен-
ных результатов. Далее некоторые наиболее важные компоненты данной 
схемы будут рассмотрены более детально. 

Л е к ц и я  15 

АЛГОРИТМЫ  ДЛЯ  АНАЛИЗА  ДАННЫХ 

(Часть 1) 

Целевые критерии. Одним из наиболее важных элементов, входя-
щих в схему анализа статистических характеристик случайных потоков, 
является целевой критерий. Данный элемент предназначен, прежде все-
го, для численной оценки степени подобия анализируемой статистиче-
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ской характеристики изучаемой системы, полученной из эксперимента, и 
соответствующей ей теоретической кривой, полученной при помощи ис-
пользуемой для анализа модели при некоторой комбинации значений 
оцениваемых параметров. Необходимость в разработке и последующем 
использовании в процессе анализа специальных целевых критериев воз-
никает по причине наличия случайных искажений в точках оцениваемых 
экспериментальных кривых. При использовании для нахождения оценок 
неизвестных параметров итерационных процедур оптимизации, значения 
целевого критерия в различных точках пространства параметров позво-
ляют алгоритмам оптимизации вести поиск экстремального значения це-
левого критерия (т. е. в зависимости от конкретной ситуации его мини-
мума или максимума). Поиск экстремума целевого критерия, который 
соответствует оптимальному набору значений оцениваемых параметров, 
обычно и является целью проведения оптимизации. Отсюда происходит 
и название самого ‹‹целевого›› критерия. 

Конкретный аналитический вид целевого критерия, который ис-
пользуется методами оптимизации для нахождения оценок неизвестных 
параметров, определяется характером статистического шума в анализи-
руемой экспериментальной статистической характеристике. Для получе-
ния выражений целевых критериев обычно используется единый подход, 
который известен в литературе как метод максимального правдоподобия.  

В основе метода максимального правдоподобия лежит предположе-
ние о том, что при определенном наборе значений параметров, характе-
ризующих систему, вероятность получить статистическую характери-
стику, близкую к экспериментальной, будет максимальна. 

Пусть в результате проведения эксперимента была получена неко-
торая статистическая характеристика, состоящая из k  точек, принадле-
жащих области значений аргумента  , в которых ее значения равны 

kxxx ,...,, 21 . Здесь важно отметить, что в простейшем случае рассматри-
ваемая статистическая характеристика может быть функцией одного ар-
гумента. Однако в общем случае это функция, заданная на многомерном 
пространстве аргументов, и тогда указанные выше значения kxxx ,...,, 21  
представляют общую совокупность точек измеренной статистической 
характеристики. Пусть экспериментальная статистическая характеристи-
ка анализируется при помощи разработанной для ее описания теоретиче-
ской модели, которая позволяет получать теоретическую кривую зави-
сящую от m -мерного вектора параметров },{ 21 maaaa 


 . Тогда базо-

вое выражение для функции правдоподобия в самом общем виде будет 
выглядеть следующим образом: 
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 ),,...,,(),( 21 axxxfaxL k


 , (15.1) 
где ),,...,,( 21 axxxf k

  представляет собой совместную плотность вероят-
ности того, что именно значения kxxx ,...,, 21  будут значениями исходной 
статистической характеристики в k,2,1 -й точках аргумента. 

Для нахождения оценок неизвестных параметров maaa 21,  необ-
ходимо найти такую комбинацию их значений, которая дает максимум 
функции правдоподобия )(aL  , представленной выражением (15.1). Ком-
поненты вектора параметров a , от которого зависит функция правдопо-
добия )(aL  , определяются моделью, поставленной в соответствие анали-
зируемой исходной статистической характеристике. По этой причине 
функция правдоподобия в выражении (15.1) будет зависеть от значений 
теоретической кривой, генерируемой моделью, которая в свою очередь 
является функцией искомого вектора параметров a : 
 ))(,,...,,())(,( 21 aFxxxfaFxL th

k
th 

 . (15.2) 
Для получения окончательных выражений целевых критериев, ис-

пользуемых при проведении анализа, функция правдоподобия (15.2) 
нормируется на значение функции правдоподобия ),( xxL  , которая га-
рантирует абсолютно точное совпадение с исходной статистической ха-
рактеристикой: 

 
),(

))(,(
))(,(

xxL
aFxL

aFxL
th

th
N 




 . (15.3) 

Ввиду того, что функция логарифма является монотонно возрас-
тающей, поиск максимума (15.3) эквивалентен поиску минимума лога-
рифма нормированной функции правдоподобия, взятого со знаком ‘-’. 
При получении целевых критериев, применяемых на практике, исполь-
зуют следующее исходное выражение: 
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Возможность дальнейших преобразований выражения (15.4) зависит 
от наличия или отсутствия связей между случайными величинами, реа-
лизации которых определяют значения в отдельных точках исходной 
статистической характеристики. В случае если значения в различных 
точках исходной статистической характеристики независимы, то совме-
стная плотность вероятности в выражении (15.1) может быть представ-
лена в следующем виде: 
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где ))(,( aFxf th
ii
  представляет собой плотность вероятности того, что 

значение ix  будет получено в i -й точке исходной статистической харак-
теристики, )(aF th

i
   значение теоретической характеристики в i -й точке 

пространства аргументов. 
С учетом (15.5) выражение (15.4) может быть представлено в виде 
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 (15.6) 

Формулы (15.4) и (15.6) обычно используются на практике для по-
лучения окончательных выражений целевых критериев. Для проведения 
дальнейших преобразований этих формул необходимо знать статистику 
шума, присутствующего в исходной статистической характеристике, что 
определяет конкретный вид функции ))(,,...,,( 21 aFxxxf th

k
  в выражении 

(15.2) или ))(,( aFxf th
ii
  в выражении (15.6). Далее рассмотрим несколько 

наиболее известных распределений шума, которые встречаются на прак-
тике (в частности, при получении экспериментальных кривых в ходе 
проведения флуоресцентных экспериментов), и получим соответствую-
щие им целевые критерии. 

Независимые случайные величины с Гауссовским распределением. 
Одним из наиболее используемых на практике является случай, когда 
значения, получаемые в отдельных точках исходной статистической ха-
рактеристики, являются независимыми случайными величинами, каждая 
из которых подчиняется распределению Гаусса. Примером статистиче-
ской характеристики, которая в точности соответствует вышеуказанному 
случаю, является кривая затухания флуоресценции, измеренная методом 
однофотонного счета. В данном примере при большом числе зарегистри-
рованных фотонов шум в отдельных точках кривой затухания флуорес-
ценции с достаточной степенью точности может считаться Гауссовским. 
Для нормальных случайных величин функция ))(,( aFxf th

ii
  имеет вид 
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где i   среднеквадратическое отклонение шума в i -й точке пространст-
ва аргументов. 

Подставляя выражение (15.7) в выражение (15.6), получим 
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 (15.8) 

Выражение (15.8) в точности соответствует целевому критерию хи-
квадрат, использование которого лежит в основе хорошо известного ме-
тода наименьших квадратов. На практике обычно используется норми-
рованное значение данного критерия, получаемое путем деления выра-
жения (15.8) на число степеней свободы: 
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Значение целевого критерия, задаваемого выражением (15.9), полу-
ченное после выполнения анализа, может использоваться в качестве кри-
терия оценки качества полученных результатов. Анализ считается удач-
ным, если значение целевого критерия 2

G  близко к 1. 
Независимые случайные величины с распределением Пуассона. В 

случае если число регистрируемых фотонов при получении кривой зату-
хания флуоресценции невелико, то распределение Пуассона для отдель-
ных точек кривой уже не может аппроксимироваться с достаточной сте-
пенью точности распределением Гаусса. Это имеет место в частности 
при проведении экспериментов в одномолекулярной флуоресцентной 
спектроскопии, когда число испущенных исследуемой системой фотонов 
достаточно мало. Вместе с тем случайные величины в различных точках 
исходной статистической характеристики по-прежнему остаются незави-
симыми. В данном случае функция ))(,( aFxf th

ii
  имеет вид 
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Подставляя выражение (15.10) в выражение (15.6), получим 
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Как и в случае Гауссовской статистики, описанной ранее, на прак-
тике при проведении анализа используют значение )(2 aP


 , нормирован-

ное на число степеней свободы 1 mk . При достаточно хорошем 
совпадении исходной и теоретической статистических характеристик 
значение нормированного целевого критерия )(2 aP


  будет близким к 1. 

Мультиномиальное распределение. При использовании данной ста-
тистики отдельные точки экспериментальной кривой не могут считаться 
независимыми. Вследствие этого мультиномиальное распределение яв-
ляется многомерным, а следовательно, для получения выражения для це-
левого критерия в данном случае следует использовать более общее ба-
зовое выражение (15.4). Многомерная функция плотности вероятности 
для мультиномиального распределения имеет вид 
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где 



k

i
ixN

1
 (в случае если в качестве исходной кривой рассматривается 

кривая затухания флуоресценции, то N  представляет собой общее число 
зарегистрированных фотонов). Подставляя выражение (15.12) в формулу 
(15.4), в итоге получаем 
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Величина )(2 aМ


 , представленная выражением (15.13), может ис-
пользоваться в качестве целевого критерия для процедур оптимизации. 
На практике, как и в двух предыдущих случаях, рассмотренных ранее, 
используется нормированное значение  целевого критерия (15.13) 

)1/()(2 mkaМ


 , которое при хорошем совпадении исходной и теоре-
тической кривых должно стремиться к 1. 

При использовании на практике целевого критерия (15.13) в процес-
се оптимизации требуется проведение дополнительной нормировки вы-
числяемой теоретической кривой. Данная нормировка должна обеспечи-
вать выполнение следующего условия: 
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Смысл нормировки (15.14) состоит в том, что площади под графи-
ками исходной и соответствующей ей теоретической статистических ха-
рактеристик должны быть всегда одинаковыми в процессе проведения 
оптимизации. 

При анализе статистических характеристик с соответствующими 
распределениями значений в отдельных точках пространства аргумен-
тов, полученные выше целевые критерии могут использоваться совмест-
но с различными методами оптимизации для получения оценок неиз-
вестных параметров. 

Методы оптимизации.  Методы оптимизации играют достаточно 
важную роль в процессе проведения анализа статистических характери-
стик исследуемого потока событий. Используя значения целевого крите-
рия в различных точках пространства оцениваемых параметров и стре-
мясь к нахождению его экстремума, метод оптимизации, таким образом, 
стремится обеспечить максимальное сходство между исходной и соот-
ветствующей ей теоретической статистическими характеристиками. Для 
поиска экстремума целевого критерия каждый метод оптимизации ис-
пользует уникальный математический алгоритм для изменения значений 
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оцениваемых параметров. В зависимости от характера данного алгорит-
ма все методы оптимизации могут быть разделены на две большие груп-
пы: 

 неградиентные методы, алгоритмы оптимизации которых не тре-
буют вычисления производных от целевого критерия; 

 градиентные методы, которые основаны на алгоритмах, требую-
щих вычисления производных от функции целевого критерия. 

Для каждой из представленных выше групп рассмотрим по одному 
методу оптимизации, наиболее широко используемому на практике. 

Симплекс-метод. Данный метод является одним из наиболее попу-
лярных неградиентных методов, который может использоваться для ана-
лиза статистических характеристик случайных потоков событий. В осно-
ве симплекс-метода лежит алгоритм оптимизации, в соответствии с ко-
торым выполняется эмпирический поиск экстремума целевого критерия 
в пространстве параметров. Поисковый алгоритм данного метода может 
адаптироваться определенным образом к изменениям поведения функ-
ции целевого критерия в различных областях пространства параметров. 
Метод достаточно прост в понимании, не требует вычисления производ-
ных от функции целевого критерия и может достаточно эффективно 
применяться для получения оценок небольшого числа неизвестных па-
раметров. 

С момента, когда симплекс-метод был представлен впервые в работе 
Спэндли, было предложено множество модификаций, призванных улуч-
шить его эффективность. Наиболее важным из предложенных усовер-
шенствований стало введение Нелдером и Мидом симплекса, способного 
изменять свой размер в процессе проведения оптимизации. Это позволи-
ло значительно сократить число шагов, которое требуется симплекс-
методу для поиска экстремума целевого критерия. Ниже будет рассмот-
рена версия метода, базирующаяся на алгоритме Нелдера  Мида. 

Пусть задача состоит в поиске минимума одного из представленных 
ранее целевых критериев ),,( 21

2
maaa  , где maaa ,, 21   представляют 

собой m  параметров, значения которых могут изменяться для достиже-
ния минимума 2 . Поисковый алгоритм, который используется сим-
плекс-методом, состоит из повторяющихся шагов поиска, включающих 
построение в пространстве параметров многоугольника, называемого 
симплексом. В m -мерном пространстве симплекс представляет собой 
фигуру, состоящую из 1m  вершины. На плоскости это треугольник, а в 
трехмерном пространстве тетраэдр (рис. 15.1). 
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Блок-схема симплекс-метода представлена на рис. 15.2. Точки, за-
дающие 1m  вершину симплекса в m -мерном пространстве, определя-
ются m -мерными векторами, компоненты которых строятся на базе вы-
бранного набора начальных приближений для оцениваемых параметров 

maaa ,, 21   следующим образом: 
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 (15.15) 

Коэффициент K, который фигурирует в выражении (15.15), позво-
ляет разнести различные вершины симплекса в пространстве параметров 
на определенное расстояние. Поскольку вершины симплекса изначально 
могут быть выбраны относительно далеко от области глобального мини-
мума целевого критерия, то для предотвращения попадания в локальный 
минимум предпочтительно строить исходный симплекс с вершинами, 
разнесенными на достаточно большое расстояние друг от друга. Кон-
кретный выбор значения коэффициента K  будет зависеть от конкретной 
решаемой задачи. 

После определения координат вершин симплекса для каждой из них 
вычисляется значение целевого критерия 2 : 

Рис. 15.1. Форма симплекса в 2-мерном (а)  
и 3-мерном (б) пространстве 
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Рис. 15.2. Блок-схема симплекс-метода 
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 1,,1),(2  miPi  . (15.16) 
В дальнейшем будем обозначать вершину симплекса, которой соот-

ветствует наибольшее значение 2 , как HP , вершину с наибольшим зна-
чением 2  без учета HP , как HNP  и вершину с наименьшим значением 

2 , как LP . 
После построения начального симплекса и определения вершин HP , 

HNP  и LP  выполняется перемещение симплекса в пространстве парамет-
ров и одновременное изменение его размера с целью поиска минимума 
целевого критерия 2 . Стратегия данного перемещения основана на вы-
полнении ряда операций, изложенных далее. 

Логично предположить, что минимум целевого критерия будет на-
ходиться в области пространства параметров, противоположной точке 

HP  относительно всех других точек симплекса. По этой причине для оп-
ределения предполагаемого направления на минимум 2  строится цен-
троид C  для всех точек симплекса за исключением HP , по следующей 
формуле: 

 





1

,1

1 m

Hii
iP

m
C . (15.17) 

На плоскости, когда симплекс представлен треугольником, C  явля-
ется серединой отрезка, соединяющего HNP  и LP  (рис. 15.1). После опре-
деления C  точка HP  отражается относительно C , в результате чего оп-
ределяется отраженная точка RP  в соответствии со следующей форму-
лой: 
 )( HR PCCP   , (15.18) 
где    коэффициент отражения. Нелдер и Мид предлагают использо-
вать 1 , что ведет к расположению RP  и HP  на одинаковом расстоя-
нии от C . Однако, в определенной ситуации, это может приводить к воз-
никновению осцилляций, когда вышеуказанные точки будут переходить 
друг в друга. Для исключения таких ситуаций коэффициент отражения 
можно принимать несколько меньшим, например, 0,9985. 

После получения отраженной точки вычисляется соответствующее 
ей значение целевого критерия. При этом полученное значение )(2

RP  
может по-разному соотноситься со значениями целевого критерия в дру-
гих точках симплекса, что определяет дальнейший ход алгоритма. Мож-
но выделить три основных случая, которые будут рассмотрены далее. 
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Во-первых, отражение может быть умеренно успешным. В дан-
ном случае выполняется следующее условие: 
 )()()( 222

NHRL PPP   . (15.19) 
Выполнение (15.19) означает, что величина целевого критерия в 

точке RP  лучше, чем в HNP , но хуже, чем в LP . В данном случае форми-
руется новый симплекс путем замены HP  на RP . Затем процесс построе-
ния и тестирования отраженной точки повторяется с использованием 
вновь полученного симплекса.  

Отраженная точка считается очень успешной, если выполняется ус-
ловие 
 )()( 22

LR PP   . (15.20) 
В данном случае считается, что симплекс перемещается в наиболее 

перспективном направлении и поиск в выбранном направлении необхо-
димо расширить. По этой причине формируется точка расширения EP  в 
соответствии со следующей формулой: 
 )( CPCP RE   , (15.21) 
где   представляет собой коэффициент расширения. Нелдер и Мид 
предлагают использовать значение  , которое размещает EP  по линии 

C , на расстоянии в два раза дальше от C , чем расположена точка  
RP . Для обеспечения стабильности работы алгоритма   выбирается не-

много отличным от 2 (например, 1,95). Операция расширения считается 
успешной, если выполняется условие 
 )()( 22

RE PP   . (15.22) 
Тогда HP  заменяется точкой расширения EP . В противном случае 

HP  заменяется точкой RP . После выполнения одной из указанных выше 
замен строится новый симплекс и вновь ищется отраженная точка. 

В случае если значение целевого критерия для отраженной точки 
превосходит значение критерия в точке HNP , т. е. выполняется неравен-
ство вида 
 )()( 22

HNR PP   , (15.23) 
то это означает, что симплекс расположен в области экстремума целево-
го критерия. В данном случае необходимо построить новый симплекс, 
который будет  покрывать  область  экстремума  целевого  критерия.  
Для  этого необходимо сравнить значения целевого критерия в точках 

HP  и RP . 

HP



161 

В случае если операция отражения оказывается неудачной, т. е. 
 )()( 22

HR PP   , (15.24) 
то экстремум целевого критерия, скорее всего, расположен с той же сто-
роны от центроида, что и точка HP . В противном случае искомый экс-
тремум, вероятнее всего, расположен в области, охватываемой симплек-
сом, у которого точка HP  заменена на RP . 

Вне зависимости от того, была ли в данной ситуации наихудшая 
точка заменена отраженной или нет, полученный в итоге симплекс с вы-
сокой степенью вероятности покрывает область экстремума целевого 
критерия. По этой причине делается попытка сократить размеры сим-
плекса. Для этого рассчитывается точка сжатия CP  в соответствии со 
следующим выражением: 
 )( CPCP HC   , (15.25) 
где    коэффициент сжатия. Для 5,0 , CP  будет расположена ровно 
на середине отрезка, соединяющего точки HP  и C . Так же как и ранее, 
для исключения нестабильности в работе алгоритма, обычно коэффици-
ент   выбирают несколько отличным от 0,5 (например, 0,4985). В слу-
чае если сжатие оказалось успешным, т. е. 
 )()( 22

HC PP   , (15.26) 
то HP  заменяется на CP , и далее процедура поиска повторяется нахож-
дением новой отраженной точки. В противном случае каждая точка сим-
плекса переопределяется в соответствии со следующим выражением: 
 1,,1,2/)(  miPPP Lii  . (15.27) 

В данном случае, как следует из (15.27), изменяются все точки, кро-
ме LP . После построения нового симплекса переходят к очередной ите-
рации алгоритма. 

Таким образом, рассмотренный метод после построения исходного 
симплекса определяет направление в пространстве оцениваемых пара-
метров, которое является наиболее перспективным для достижения экс-
тремума целевого критерия, и перемещается вдоль него. При обнаруже-
нии вдоль выбранного направления области с худшими значениями це-
левого критерия, симплекс-метод либо меняет направление движения, 
либо, если обнаружена область экстремума, сжимается. 

Критерием для окончания оптимизации может служить следующее 
правило: 
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       




1

;1

2221 m

Hii
i CP

m
, (15.28) 

что определяет некоторую величину, имеющую смысл стандартной 
ошибки в значениях целевого критерия. Стоит отметить, что поскольку 
выражение (15.28) использует только информацию о значениях целевого 
критерия в точках симплекса, то при достаточно пологом поведении кри-
терия в области экстремума значения отдельных параметров при выпол-
нении (15.28) могут значительно отличаться от оптимальных. Однако в 
данном случае большего уточнения и не требуется, поскольку описанное 
выше поведение целевого критерия предполагает слабую зависимость от 
соответствующего параметра, которая лишь указывает на плохую опре-
деленность последнего.  

Кроме выражения (15.28) для завершения работы алгоритма сим-
плекс-метода также могут применяться критерии, основанные на исполь-
зовании информации о значениях координат отдельных точек симплекса. 
Такие критерии могут учитывать расстояние между наихудшей и наи-
лучшей точками или относительные расстояния между вершинами сим-
плекса и центроидом.  

На практике симплекс-метод является достаточно эффективным при 
небольшом числе оцениваемых параметров. При росте числа оценивае-
мых параметров и как следствие усложнении поверхности целевого кри-
терия в пространстве параметров возрастает вероятность попадания сим-
плекс-метода в локальный минимум. 

Л е к ц и я  16 

АЛГОРИТМЫ  ДЛЯ  АНАЛИЗА  ДАННЫХ 

(Часть 2) 

Метод Марквардта. Данный метод является одним из наиболее 
широко используемых при решении задач оптимизации градиентных ме-
тодов. Алгоритм метода Марквардта основан на широко известном из 
математического анализа факте, что в точке экстремума функции многих 
переменных все ее частные производные первого порядка равны 0. Для 
случая поиска минимума целевого критерия ),,( 21

2
maaa   данное 

правило приобретает следующий вид: 

 mj
a j

1,0
2




 , (16.1) 
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то есть частные производные по искомым параметрам должны быть рав-
ны 0. Разложим функции (16.1) в ряд Тейлора по параметрам maaa ,, 21  : 

 


















m

l
l

aajlaajj
a

aaaa
llll

1

2222

00

 , (16.2) 

где 00
2

0
1 ,, maaa   определяют точку, которая является очередным при-

ближением в пространстве параметров, вокруг которой выполняется раз-
ложение. Ограничим ряд в правой части (16.2) первыми двумя слагае-
мыми и подставим при этом условии (16.2) в (16.1). В результате полу-
чим 

 








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

 m

l
l

aajlaaj
a
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00

 , (16.3) 

или в матричном представлении 
 BAX  , (16.4) 
где 

0

22

ll aajl
lj aa

A







 ; ll aX  ; 
0
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ll aaj
j a

B







 . 

Выражение (16.3) является базовым для построения алгоритма ме-
тода Марквардта (рис. 16.1), предназначенного для поиска минимума це-
левого критерия. Данное выражение представляет собой систему из m  
линейных уравнений относительно приращений la . Если задать набор 
начальных приближений для оцениваемых параметров, то после вычис-
ления производных в начальной точке система уравнений (16.3) может 
быть решена, например, численными методами. Полученные в результа-
те значения приращений параметров используются для вычисления сле-
дующего набора приближений по формуле 

 n
j

n
j

n
j aaa 1 , (16.5) 

где n   номер итерации. Фактически, поскольку выражение (16.3) полу-
чено исходя из условия минимизации целевого критерия, то, если бы 
(16.2) было точным, получаемые приращения определяли бы смещения 
параметров, необходимые для достижения минимума целевого критерия. 
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Задание начального   и на-
чальных приближений in

ja  

Корректировка диагональных элемен-
тов  матрицы A :   iiii AA  1  

22
IT    ? 
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Вычисление  I
2  с использованием 

начального набора параметров 

Вычисление матриц A  и B  

Получение ja  путем решения 
линейной системы уравнений 

Вычисление новых значений па-
раметров: j

in
j

tr
j aaa   

Вычисление  T
2  с использованием tr

ja  

нет 

да 

 10  
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TI   , tr

j
in
j aa  ,  1.0  
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






2

22

I

IT ? 
да нет 

Рис. 16.1. Блок-схема метода Марквардта 



165 

Метод Марквардта использует для нахождения приращений пара-
метров выражение, которое базируется на (16.3), однако имеет некоторое 
отличие в правой части. Данное выражение имеет вид 
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где величина   является параметром, который определяет поведение ме-
тода оптимизации. Если значение данного параметра относительно вели-
ко, что обычно имеет место вначале процесса оптимизации, то недиаго-
нальные элементы будут менее значимыми по сравнению с диагональ-
ными. В этом случае поведение рассматриваемого метода будет анало-
гично поведению градиентных методов, которые основаны на том факте, 
что направление на минимум целевого критерия прямо противоположно 
градиенту целевого критерия в пространстве параметров. Это позволяет 
достаточно быстро достигать области минимума целевого критерия в 
случае, если начальные приближения были выбраны достаточно далеко 
от оптимальной точки. По мере приближения к минимуму значение па-
раметра   уменьшается и при достаточно малых его значениях уравне-
ние (16.6) становится близким к уравнению (16.3), которое позволяет по-
лучать достаточно хорошие значения приращений параметров в некото-
рой малой области около оптимального их набора. Причиной этому яв-
ляется то, что ошибка, внесенная при ограничении числа слагаемых в ря-
де Тейлора, в области минимума 2  значительно уменьшается и выра-
жение (16.3) является достаточно точным. Таким образом, рассматри-
ваемый метод регулирует параметр   с целью обеспечения уменьшения 
целевого критерия на каждой итерации. Если значения 2  уменьшаются, 
то   также уменьшается. Если же на некотором шаге значение 2  в но-
вой точке, полученной в соответствии с (16.5) увеличилось, то метод на-
ращивает значение   до тех пор, пока не будет достигнуто снижение 2  
на очередном шаге. 

В итоге алгоритм метода включает следующие шаги. 
Шаг 1. Устанавливается начальное значение   (например,  

0,001 ) и задаются начальные приближения для оцениваемых пара-
метров mjaa in

jj ,,1,  . 
Шаг 2. Для заданных начальных приближений вычисляется значе-

ние целевого критерия 2
I . 
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Шаг 3. Рассчитываются матрицы производных A  и B  (выражения 
(16.3) и (16.4)). 

Шаг 4. Модифицируются диагональные элементы матрицы A  в со-
ответствии с (16.6). 

Шаг 5. Решается система уравнений (16.4), откуда находят значения 
приращений параметров ja . 

Шаг 6. Вычисляется очередной пробный набор параметров 
mjatr

j ,,1,   в соответствии с (16.5), а для полученного набора пара-

метров вычисляется значение целевого критерия 2
T . 

Шаг 7. Если 22
IT   , то пробный набор параметров принимается в 

качестве исходного, т. е. tr
j

in
j aa   и 22

TI   , уменьшается значение па-
раметра  1,0  и далее, если критерий выхода не удовлетворен, выпол-
няется переход к шагу 3. В противном случае, если 22

IT    увеличива-
ется значение параметра  10  и, если критерий выхода не удовлетво-
рен, выполняется переход к шагу 4. 

В качестве критериев выхода из процесса оптимизации могут ис-
пользоваться следующие соотношения: 

1. В случае если метод не в состоянии найти направление на мини-
мум целевого критерия и max  , где max  достаточно велико 
(например, ~ 1010 ). 

2. Если область минимума целевого критерия была достигнута, то 
для окончания процесса оптимизации можно использовать сле-
дующее условие: 









2

22

I

IT
, 

где    некоторая заранее заданная малая величина, которая срав-
нивается с относительным изменением целевого критерия на двух 
последовательных итерациях. 
Алгоритм (16.6) метода Марквардта приобретает окончательный 

вид в случае, если известно выражение для целевого критерия.  

Пример 16.1. Пусть необходимо решить задачу минимизации целевого крите-
рия, полученного при гауссовском распределении шума в отдельных точках анализи-
руемой статистической характеристики. Тогда, как было показано ранее, целевой 
критерий имеет вид 
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Для выражения (16.7) найдем производные, входящие в (16.3): 
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Второй элемент, расположенный в квадратных скобках, в выражении для вто-
рой производной при увеличении k  стремится к 0 гораздо быстрее, чем первый. По 
этой причине им можно пренебречь. С учетом этого подставим полученные выраже-
ния для производных в (16.6). Тогда, сокращая одинаковые константы, получаем 

. 

Критерии оценки качества проведенного анализа.  После прове-
дения оптимизации и получения параметров модели, поставленной в со-
ответствие исследуемой статистической характеристике, необходимо 
дать оценку качества проведенного анализа. На первый взгляд самым 
простым способом для оценки качества проведенного анализа может 
быть визуальное сравнение исходной статистической характеристики и 
соответствующей ей теоретической кривой. Однако такое сравнение по-
зволяет обнаружить некачественно проведенный анализ лишь в тех слу-
чаях, когда две кривые, упомянутые выше, отличаются очень значитель-
но. Если же кривые достаточно близки друг к другу и с учетом того, что 
исходная статистическая характеристика содержит статистический шум, 
незначительные систематические отклонения могут быть не обнаружены 
приведенным выше простым способом. В этом случае необходимо ис-
пользовать ряд критериев оценки качества проведенного анализа, неко-
торые из которых будут рассмотрены ниже. Стоит также отметить, что 
судить о качестве полученных результатов и о том, являются ли полу-
ченные оценки параметров приемлемыми, лучше по результатам приме-
нения некоторой совокупности таких критериев. 

В качестве первого критерия оценки качества проведенного анализа 
может выступать значение целевого критерия, использовавшегося при 
оптимизации, которое было получено после ее проведения. Значение це-
левого критерия, как упоминалось ранее, отражает степень подобия ис-
ходной и теоретической статистических характеристик. При адекватной 
нормировке полученное после хорошо проведенного анализа значение 
целевого критерия должно быть близким к 1. 

 


































k

i jl

th
i

i

th
ii

k

i j

th
i

l

th
i

ijl aa
FFx

a
F

a
F

mkaa 1

2

2
1

2

22 1
1

2




   
 
  

























k

i j

th
i

i

th
ii

m

l
l

k

i j

th
i

l

th
i

i
lj a

FFx
a

a
F

a
F

1
2

1 1
2

11






168 

Для оценки качества полученных результатов могут использоваться 
дополнительные графические критерии, которые оцениваются визуаль-
но, и дают более адекватную информацию о степени подобия исходной и 
теоретической статистических характеристик, чем их непосредственное 
визуальное сравнение. 

Первым из таких критериев является график взвешенных остатков, 
построенный на области определения статистической характеристики. 
Значения взвешенных остатков в каждой точке показывают отличие ис-
ходной статистической характеристики от теоретической. Непосредст-
венное выражение для расчета значений взвешенных остатков в различ-
ных точках пространства аргументов зависит напрямую от того, каков 
характер шума в различных точках исходной статистической характери-
стики. Например, в случае гауссовского распределения шума выражение 
для расчета взвешенных остатков имеет вид 

 kiaaaFxR
i

m
th

ii
i ,,1,),,( 21 








, (16.8) 

где k   число точек в статистической характеристике, ix , th
iF  и i   со-

ответственно значения исходной и теоретической статистических харак-
теристик, а также среднеквадратическое отклонение шума в точке с по-
рядковым номером i . Для успешно проведенного анализа значения 
взвешенных остатков распределены случайным образом около нулевой 
линии. Визуальная оценка графика взвешенных остатков эффективна 
при наличии достаточно выраженных неслучайных отклонений теорети-
ческой кривой от исходной. 

В случае если полученные в результате  неудачно проведенного 
анализа систематические отклонения между исходной и теоретической 
статистическими характеристиками достаточно малы, то часто они могут 
выражаться в неизбежных корреляциях взвешенных остатков. При этом 
обнаружение таких отклонений при помощи визуальной оценки графика 
взвешенных остатков может быть затруднительно. Для обнаружения 
вышеуказанных корреляций используется график автокорреляционной 
функции взвешенных остатков, который также строится в пределах об-
ласти определения исходной статистической характеристики и оценива-
ется визуально. При этом для расчета автокорреляционной функции ис-
пользуется следующая формула: 
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Верхняя граница для j  обычно выбирается так, чтобы число сла-
гаемых в числителе было достаточным для корректного усреднения 
(обычно 2/1 kj  ). Как следует из выражения (16.9) 11 C , что озна-
чает, что каждое значение взвешенных остатков идеально коррелирует с 
самим собой. Если значения исходной статистической характеристики 
случайно разбросаны вдоль кривой теоретической статистической харак-
теристики, то при больших k  1, jC j  будут стремиться к 0. Поскольку 
на практике число точек в кривых конечно, то для хорошо проведенного 
анализа автокорреляционная функция должна демонстрировать частые 
осцилляции малой амплитуды около нулевой отметки. 

Еще одним важным компонентом в системе оценки качества прове-
денного анализа является поиск доверительных интервалов для оцени-
ваемых параметров, которые позволяют определить, с какой точностью 
были получены их значения. Введение доверительных интервалов обу-
словлено тем фактом, что получаемое в результате анализа значение не-
которого параметра зависит от конкретной реализации шума в анализи-
руемой статистической характеристике. Для различных реализаций шума 
получаемые значения оцениваемых параметров могут, вообще говоря, 
быть различными. По этой причине возникает вопрос об определении 
некоторой области, в пределах которой должно находиться искомое зна-
чение параметра. 

Доверительный интервал представляет собой некоторую область 
вокруг минимума целевого критерия, в пределах которой значение целе-
вого критерия не увеличивается значительно по сравнению с минималь-
ным значением. 

Для каждого из оцениваемых параметров в данной области сущест-
вует некоторый интервал значений, в пределах которого с заданной до-
верительной вероятностью будет находиться полученное значение дан-
ного параметра. 

Для поиска доверительных интервалов оцениваемых параметров 
могут использоваться различные методы, наиболее известными среди 
которых являются метод стандартных ошибок, метод исчерпывающего 
поиска, метод Монте-Карло. В качестве примера рассмотрим более 
подробно метод исчерпывающего поиска. 
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Метод исчерпывающего поиска. Данный метод основан на том фак-
те, что значение целевого критерия, рассчитанного с использованием 
значения оцениваемого параметра, лежащего вне границ доверительного 
интервала, будет превосходить некоторый максимальный уровень. 

Пусть есть некоторая статистическая характеристика, которая со-
держит нормальный шум. Пусть после анализа данной характеристики 
при помощи выбранной модели был получен набор значений парамет-
ров, которые соответствуют минимуму целевого критерия. В соответст-
вии с рассматриваемым подходом, доверительные интервалы для пара-
метров модели получаются последовательно для каждого параметра в 
отдельности. 

Пусть из совокупности оцениваемых параметров выбран тот, для 
которого требуется найти доверительный интервал. Для нахождения гра-
ницы доверительного интервала (например, правой) значение выбранно-
го параметра меняется с некоторым шагом от оптимального значения в 
сторону искомой границы (например, вправо). При каждом получаемом 
при таком изменении значении, рассматриваемый параметр фиксируется 
(т. е. процедура оптимизации не может изменять его значение) и выпол-
няется оптимизация остальных параметров, для которых в качестве на-
чальных приближений выбираются найденные оптимальные значения. 
Полученное после выполнения такой оптимизации значение целевого 
критерия 2  будет определяться следующим выражением: 
 22

min
2

par  , (16.10) 

где 2
min   значение целевого критерия при оптимальных значениях всех 

оцениваемых параметров, 2
par   некоторое приращение, возникающее 

по причине наличия внесенной в один из параметров ошибки. 
Для определения доверительного интервала рассмотрим отношение 

2  и 2
min . В этом случае выражение (16.10) перепишется в виде 
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Входящее в последнее выражение отношение 2
min

2  par  может 
быть рассчитано с использованием F-статистики. С учетом этого, а также 
формулы (16.11), может быть получено выражение для предельного зна-
чения целевого критерия 2

lim , при превышении которого изменение це-
левого критерия может с определенной доверительной вероятностью 
считаться значимым: 
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где m   число оцениваемых параметров, k   число точек в анализируе-
мой статистической характеристике, p   доверительная вероятность 
(обычно 0,67, 0,95, 0,99 и т. д.), c которой определяется доверительный 
интервал,  p,11, mkmF   F-статистика. 

Таким образом, значение выбранного параметра изменяется до тех 
пор, пока получаемое при его фиксированном значении в процессе опти-
мизации значение 2  не станет равным 2

lim , рассчитанному по формуле 
(16.12). Если значение параметра, удовлетворяющее вышеуказанному 
условию, найдено, то оно и будет являться границей доверительного ин-
тервала. 
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