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Àííîòàöèÿ�Äëÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ M/M/1/r, M/M/n, à òàêæå ñèñòåìû M/M/1 ñ ïî-
ðîãîâûì ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ â ìîìåíò èçìåíåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê è òà-
êîé æå ñèñòåìû ñ ïîðîãîâîé áëîêèðîâêîé ïîòîêà çàÿâîê îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ìîíîòîííîé
çàâèñèìîñòè ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê (äëÿ ñèñòåìû M/M/1/r � âåðîÿòíîñòè ïîòå-
ðè çàÿâêè, ñðåäíåé äëèíû î÷åðåäè è ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè, äëÿ
îñòàëüíûõ ñèñòåì � ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè) îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
(îáú¼ìà íàêîïèòåëÿ, êîýôôèöèåíòà çàãðóçêè ñèñòåìû, ÷èñëà ëèíèé, ïîðîãà ïåðåêëþ÷åíèÿ
ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ). Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè õàðàêòåðèñòèê èñïîëüçîâàíî äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåì ñ çàäàííûìè ñòàöèîíàðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîâåðåíû ñ ïîìîùüþ èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé, ïîñòðîåííûõ ñ
ïðèâëå÷åíèåì èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ GPSS World.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ
Îñíîâíîé öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) ÿâëÿåòñÿ ïîâûøå-

íèå ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàëüíûõ ñèñòåì. Ïîýòîìó, êðîìå îáû÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ âîïðîñîâ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòå-
ðèñòèê èññëåäóåìûõ ñèñòåì, âñ¼ áîëüøå âíèìàíèÿ â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèäåëÿåòñÿ çàäà÷àì
äëÿ óïðàâëÿåìûõ ÑÌÎ (ñì. îáçîð [1]), ñðåäè êîòîðûõ âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íåêîòîðûõ ýêîíîìè÷åñêèõ (ñòîèìîñòíûõ) ôóíêöèîíàëîâ [2�6] è çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåì ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè [7, 8]. Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî
ñèíòåçà ðåøàþòñÿ âîïðîñû âûáîðà ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ñ öåëüþ îáåñïå÷èòü íàèëó÷øåå (ïî
çàäàííîìó êðèòåðèþ) êà÷åñòâî å¼ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, ïðè÷¼ì ýòîò âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ íà
ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåìû.

×òîáû ðàñêðûòü öåëü è ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåé ðàáîòû, ðàññìîòðèì äëÿ ñèñòåìû îáñëóæè-
âàíèÿ M/M/1/r ñ êîíå÷íûì îáú¼ìîì íàêîïèòåëÿ (r < ∞) ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
ñèíòåçà: äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ è µ âûáðàòü òàêîé ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíûé îáú¼ì íàêîïèòåëÿ r, ÷òîáû ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ w â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå
íå ïðåâûøàëî çàäàííîå ÷èñëî w0. Èç ëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ðàññìàòðèâàåìîé ÑÌÎ ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ w = w(r, λ, µ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé r. Åñëè ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè
óäàñòñÿ ñòðîãî äîêàçàòü, òî àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r,
êîòîðîå ãàðàíòèðîâàëî áû íóæíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ, áóäåò èìåòü âèä:
ropt = max { r ∈ N : w(r, λ, µ) ≤ w0 }. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ìîãóò âîç-
íèêíóòü îïðåäåë¼ííûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèå w0.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ñòðîãî äîêàçàòü ìîíîòîííîñòü ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê íåêî-
òîðûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ òèïà M/M è èñïîëüçîâàòü ýòî ñâîéñòâî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îï-
òèìàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåì ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Êðîìå êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì òèïà
M/M/1/r è M/M/n, áóäóò ðàññìîòðåíû ÑÌÎ ñ ïîðîãîâûì ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ îáñëóæè-
âàíèÿ â ìîìåíò èçìåíåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå è ÑÌÎ ñ ïîðîãîâîé áëîêèðîâêîé ïîòîêà
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çàÿâîê. Ñèñòåìû ñ ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ
î÷åðåäíîé çàÿâêè èçó÷àëèñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [3, 9], ÑÌÎ ñ áëîêèðîâêîé ïîòîêà çà-
ÿâîê � â [8�11], à ñèñòåìû ñ ïîðîãîâûì ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ â ìîìåíòû
èçìåíåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê � â ñòàòüå [12]. Áëîêèðîâêà âõîäíîãî ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñïî-
ñîáîâ êîíòðîëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÑÌÎ. Îíà âûðàæàåòñÿ â îãðàíè÷åíèè äîñòóïà
ê ðåñóðñàì ñèñòåìû â îïðåäåë¼ííûå èíòåðâàëû âðåìåíè è ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â èíôîòåëåêîì-
ìóíèêàöèîííûõ ñåòÿõ [11].

2. ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÑÒÜ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÑÈÑÒÅÌÛ M/M/1/r
Ðàññìîòðèì îäíîëèíåéíóþ ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ îáú¼ìîì íàêîïèòåëÿ r. Ïóñòü çàÿâêè â

ñèñòåìó ïîñòóïàþò ïî îäíîé, à ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê è
äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåë¼í-
íûå ïî ïîêàçàòåëüíûì çàêîíàì ñ ïàðàìåòðàìè λ è µ ñîîòâåòñòâåííî, α = λ/µ � êîýôôèöèåíò
çàãðóçêè ñèñòåìû.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû: π � âåðîÿòíîñòü ïîòåðè
çàÿâêè, Q � ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè, w � ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè.

Çàïèøåì ôîðìóëû äëÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê π, Q è w:

π =
αr+1

r+1∑
k=0

αk

; (1)

π =
1

r + 2
, α = 1; π =

αr+1 − αr+2

1− αr+2
, α 6= 1; (2)

Q =
α2

r−1∑
k=0

(k + 1)αk

r+1∑
k=0

αk

; (3)

Q =
r(r + 1)
2(r + 2)

, α = 1; Q =
α2

(
1− αr(r(1− α) + 1)

)

(1− α)(1− αr+2)
, α 6= 1; (4)

w =
α2

r−1∑
k=0

(k + 1)αk

λ
r∑

k=0

αk

; (5)

w =
r

2λ
, α = 1; w =

α2
(
1− αr(r(1− α) + 1)

)

λ(1− α)(1− αr+1)
, α 6= 1. (6)

Õàðàêòåðèñòèêè π, Q è w ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ r è α (w çàâèñèò òàêæå è îò
ïàðàìåòðà λ). Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ çäåñü è íèæå äëÿ äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ çàâèñèìîñòåé
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ π(r), Q(r) è w(r), åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α ôèêñèðîâàíî
è, íàîáîðîò, π(α), Q(α) è w(α), åñëè çàôèêñèðîâàíî çíà÷åíèå r. Íèæå, êîãäà áóäåò èäòè ðå÷ü î
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çàâèñèìîñòÿõ w(r), w(α), w(n), w(h) è î çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ w, áóäåì ñ÷èòàòü,
íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî äîïîëíèòåëüíî, ÷òî çàôèêñèðîâàí òàêæå è ïàðàìåòð λ.

Èññëåäóåì õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé π(r), Q(r), w(r) è π(α), Q(α), w(α), îïðåäåëÿåìûõ ñîîò-
íîøåíèÿìè (1)�(6).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ α ôóíêöèÿ π(r) óáûâàåò, à
ôóíêöèè Q(r) è w(r) âîçðàñòàþò äëÿ âñåõ r ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α = 1, òî èç ïåðâîé ôîðìóëû (2) âèäèì, ÷òî π(r) � óáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ, à äëÿ α 6= 1 óáûâàíèå π(r) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ α ïðîèç-
âîäíàÿ

π′(r) =
αr+1(1− α) ln α

(1− αr+2)2
< 0.

Äëÿ α = 1 èç (4) ïîëó÷àåì
Q ′(r) =

r2 + 4r + 2
2(r + 2)2

> 0,

ïîýòîìó âîçðàñòàíèå Q(r) ïðè α = 1 äîêàçàíî. Âîçðàñòàíèå Q(r) äëÿ α 6= 1 âûòåêàåò èç
ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ (4),

Q(r + 1)−Q(r)

=
α2

((
1− αr+1 − (r + 1)(1− α)αr+1

)
(1− αr+2)− (

1− αr − r(1− α)αr
)
(1− αr+3)

)

(1− α)(1− αr+2)(1− αr+3)

=
αr+2(1− α)2

(
(r + 1)(1 + α) +

r+1∑
k=2

(r + 2− k)αk
)

(1− αr+2)(1− αr+3)
> 0.

Äëÿ α = 1 âîçðàñòàíèå w(r) ñëåäóåò èç ïåðâîé ôîðìóëû (6). Âîçðàñòàíèå w(r) äëÿ α 6= 1
âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ èç (6),

w(r + 1)− w(r)

=
α2

((
1− αr+1 − (r + 1)(1− α)αr+1

)
(1− αr+1)− (

1− αr − r(1− α)αr
)
(1− αr+2)

)

λ(1− α)(1− αr+1)(1− αr+2)

=
αr+2(1− α)2

(
r + 1 +

r∑
k=1

(r + 1− k)αk
)

λ(1− αr+1)(1− αr+2)
> 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ r ≥ 1 ôóíêöèè π(α), Q(α) è w(α) âîçðàñòàþò
äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1), íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ

π ′(α) =
αr

(
r+1∑
k=0

αk

)2 ·
r+1∑

k=0

(r + 1− k)αk > 0,

ïîýòîìó âîçðàñòàíèå π(α) äîêàçàíî.
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Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (3) ïîëó÷àåì

Q ′(α) =
Q1(r, α)(
r+1∑
k=0

αk

)2 ,

ãäå

Q1(r, α) =
r−1∑

k=0

(k + 2)(k + 1)αk+1 ·
r+1∑

k=0

αk −
r−1∑

k=0

(k + 1)αk+2 ·
r+1∑

k=1

kαk−1.

Äîêàæåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî Q1(r, α) > 0 äëÿ âñåõ α > 0 è r ≥ 1.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ r = 1 èìååì: Q1(1, α) = α2 + 2α > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q1(r̃, α) > 0 äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî r̃ > 1. Äîêàæåì, ÷òî Q1(r̃+1, α) > 0. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷àåì

Q1(r̃ + 1, α) = Q1(r̃, α) + αr̃+1

(
(r̃ + 2)(r̃ + 1) +

r̃+1∑

k=1

(r̃ + 2− k)2αk

)
> 0.

Èòàê, Q1(r, α) > 0 äëÿ âñåõ α > 0 è r ≥ 1, à ýòî çíà÷èò, ÷òî Q ′(α) > 0, òî åñòü âîçðàñòàíèå
Q(α) äîêàçàíî.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (5), íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ

w ′(α) =
w1(r, α)

λ

(
r∑

k=0

αk

)2 ,

ãäå

w1(r, α) =
r−1∑

k=0

(k + 2)(k + 1)αk+1 ·
r∑

k=0

αk −
r−1∑

k=0

(k + 1)αk+2 ·
r∑

k=1

kαk−1.

Äîêàæåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî w1(r, α) > 0 äëÿ âñåõ α > 0 è r ≥ 1. Äëÿ
r = 1 èìååì: w1(1, α) = α2 + 2α > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w1(r̃, α) > 0 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
öåëîãî r̃ > 1. Äëÿ r = r̃ + 1 ïîëó÷àåì

w1(r̃ + 1, α) = w1(r̃, α) + αr̃+1
r̃+1∑

k=0

(
k2 − (2r̃ + 1)k + (r̃ + 1)(r̃ + 2)

)
αk > 0.

Èòàê, w1(r, α) > 0 äëÿ âñåõ α > 0 è r ≥ 1, òî åñòü âîçðàñòàíèå w(α) äîêàçàíî è òåì ñàìûì
òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÑÈÍÒÅÇÀ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ M/M/1/r
Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåìû ñ çàäàííîé ñòàöèîíàðíîé õàðàêòåðèñ-

òèêîé π, êîòîðóþ êîðîòêî áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé (rmin, π): äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà α íàéòè òàêîå íàèìåíüøååå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà r, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîòåðè
çàÿâêè íå ïðåâûøàëà çàäàííîå ÷èñëî π0.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèê Q è w çàäà÷è (rmax, Q) è (rmax, w) ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëèðóþòñÿ òàê:
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α íàéòè òàêîå íàèáîëüøååå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà r,
÷òîáû ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè íå ïðåâûøàëà çàäàííîå ÷èñëî Q0 (ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â
î÷åðåäè íå ïðåâûøàëî çàäàííîå ÷èñëî w0 ñîîòâåòñòâåííî).
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Òåîðåìà 3. 1) Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

0 < π0 ≤ α2

1 + α + α2
(7)

äëÿ α ≤ 1 è

α− 1
α

< π0 ≤ α2

1 + α + α2
(8)

äëÿ α > 1, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (rmin, π) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà

ropt = min { r ∈ N : π(r) ≤ π0 }. (9)

Åñëè α = 1, òî àëãîðèòì (9) óïðîùàåòñÿ ê âèäó

ropt = min
r∈N

{
r ≥ 1− 2π0

π0

}
. (91)

2) Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

α2

1 + α + α2
≤ Q0 <

α2

1− α
(10)

äëÿ α < 1 è

Q0 ≥ α2

1 + α + α2
(11)

äëÿ α ≥ 1, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (rmax, Q) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà

ropt = max { r ∈ N : Q(r) ≤ Q0 }. (12)

Åñëè α = 1, òî àëãîðèòì (12) óïðîùàåòñÿ ê âèäó

ropt = max
r∈N

{
r ≤ 2Q0 − 1 +

√
(2Q0 − 1)2 + 16Q0

}
. (121)

3) Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

α2

λ(1 + α)
≤ w0 <

α2

λ(1− α)
(13)

äëÿ α < 1 è

w0 ≥ α2

λ(1 + α)
(14)

äëÿ α ≥ 1, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (rmax, w) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà

ropt = max { r ∈ N : w(r) ≤ w0 }. (15)

Åñëè α = 1, òî àëãîðèòì (15) óïðîùàåòñÿ ê âèäó

ropt = max
r∈N

{ r ≤ 2λw0 }. (151)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëû (9), (12) è (15) ñëåäóþò èç ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé π(r),
Q(r) è w(r), âûòåêàþùèõ èç òåîðåìû 1. Ñîîòíîøåíèÿ (91), (121) è (151) ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå
ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ èç (9), (12) è (15) ñ ó÷¼òîì ïåðâûõ ôîðìóë (2), (4) è (6).

Èç ðàâåíñòâ (1)�(6) âûâîäèì ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
r→∞π(r) = 0, α ≤ 1; lim

r→∞π(r) =
α− 1

α
, α > 1; π(1) =

α2

1 + α + α2
;

lim
r→∞Q(r) =

α2

1− α
, α < 1; lim

r→∞Q(r) = ∞, α ≥ 1; Q(1) =
α2

1 + α + α2
;

lim
r→∞w(r) =

α2

λ(1− α)
, α < 1; lim

r→∞w(r) = ∞, α ≥ 1; w(1) =
α2

λ(1 + α)
.

Ñ ó÷¼òîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé è ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé π(r), Q(r) è w(r) âèäèì, ÷òî
óñëîâèÿ (7), (8), (10), (11), (13) è (14) îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé
çàäà÷ (rmin, π), (rmax, Q) è (rmax, w), íàéäåííûõ ïî àëãîðèòìàì (9), (12) è (15) ñîîòâåòñòâåííî.
Íàïðèìåð, óñëîâèå (10) âûâîäèì èç ñîîòíîøåíèé

Q(1) ≤ Q(r) < Q(∞), Q(1) ≤ Q0 < Q(∞).

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (rmax, Q) ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ ïðåäåëîâ èçìåíåíèÿ Q(r) è
Q0, à åäèíñòâåííîñòü � èç ìîíîòîííîñòè Q(r). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåìû ñ çàäàííîé õàðàêòåðèñòèêîé K, êî-
òîðóþ áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé (αmax, K): äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ îáú¼ìà íàêîïèòåëÿ r
íàéòè òàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, ÷òîáû çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòèêè K íå ïðå-
âûøàëî çàäàííîå ÷èñëî k0. Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè îòäåëüíûå çàäà÷è äëÿ K = π; Q
è w, â êîòîðûõ k0 = π0; Q0 è w0 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 4. 1) Åñëè 0 < π0 < 1, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (αmax, π) îïðåäåëÿåòñÿ â
âèäå

αopt = α∗π, (16)

ãäå α∗π � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ π(α) = π0.
2) Åñëè 0 < Q0 < r, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (αmax, Q) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

αopt = α∗Q, (17)

ãäå α∗Q � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ Q(α) = Q0.
3) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî w0 > 0 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (αmax, w) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

αopt = α∗w, (18)

ãäå α∗w � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ w(α) = w0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ (2), (4) è (6) ïîëó÷àåì ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
α→0

π(α) = lim
α→0

Q(α) = lim
α→0

w(α) = 0; lim
α→∞π(α) = 1; lim

α→∞Q(α) = r; lim
α→∞w(α) = ∞.

Ó÷èòûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è âîçðàñòàíèå ôóíêöèé π(α), Q(α) è w(α), ñëåäóþùåå èç òåîðå-
ìû 2, äåëàåì âûâîä, ÷òî óñëîâèÿ 0 < π0 < 1, 0 < Q0 < r è w0 > 0 îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷ (αmax, π), (αmax, Q) è (αmax, w), íàéäåííûõ â âèäå (16), (17)
è (18) ñîîòâåòñòâåííî, êàê åäèíñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèé π(α) = π0, Q(α) = Q0 è w(α) = w0.
Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
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4. ÑÈÑÒÅÌÀ M/M/n Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌ ÑÐÅÄÍÈÌ ÂÐÅÌÅÍÅÌ ÎÆÈÄÀÍÈß
Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ n-ëèíåéíóþ ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì îáú¼ìîì

íàêîïèòåëÿ. Åñëè α = λ/µ � êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñèñòåìû, è α < n, òî ñòàöèîíàðíîå
çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

w =
nαn+1

λ(n− α)
(

αn+1 + n!(n− α)
n∑

k=0

αk

k!

) . (19)

Èññëåäóåì õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé w(n) è w(α).

Òåîðåìà 5. 1) Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ α ∈ (0, n0), ãäå n0 ≥ 1 � öåëîå ÷èñëî, ôóíêöèÿ
w(n) óáûâàåò äëÿ âñåõ n ≥ n0.

2) Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ n ≥ 1 ôóíêöèÿ w(α) âîçðàñòàåò äëÿ âñåõ α ∈ (0, n).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ n ≥ n0 è ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ α ∈ (0, n0) èç (19) ïîëó÷àåì
ñîîòíîøåíèå

w(n + 1)− w(n) =
w1(n, α)

λw2(n, α)
,

ãäå

w1(n, α) =− αn+1

(
n(n + 1− α)2(n− α)n!

n∑

k=0

αk

k!

+ αn+3 + n(n + 1− α)(n + 1)!
(n+1∑

k=0

αk

k!
+ (n− α)

αn+1

(n + 1)!

))
;

w2(n, α) =(n− α)(n + 1− α)
(

n!(n− α)
n∑

k=0

αk

k!
+ αn+1

)

×
(

(n + 1)!(n + 1− α)
n+1∑

k=0

αk

k!
+ αn+2

)
.

Ïîñêîëüêó w1(n, α) < 0, à w2(n, α) > 0, òî óáûâàíèå w(n) äîêàçàíî.
2) Âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíóþ w ′(α), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì

w ′(α) =
n2w3(n, α)
λw4(n, α)

,

ãäå

w3(n, α) = (n− 1)!(n− α)
(
(n + 1− α)(n− α) + 2α

)
αn

n−1∑

k=0

αk

k!
+ α2n

(
(n− α)2 + n

)
;

w4(n, α) = (n− α)2
(

n!(n− α)
n∑

k=0

αk

k!
+ αn+1

)2

.

Èòàê, w3(n, α) > 0, w4(n, α) > 0 è w ′(α) > 0. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó (nmin, w) äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå M/M/n:
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà çàãðóçêè ñèñòåìû α íàéòè òàêîå íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ÷èñëà ëèíèé ñèñòåìû n ( n > α ), ÷òîáû ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè
îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè íå ïðåâûøàëî çàäàííîå ÷èñëî w0.
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Òåîðåìà 6. Åñëè n0−1 ≤ α < n0 (n0 � öåëîå ÷èñëî, n0 ≥ 1, α 6= 0) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

0 < w0 ≤ w(n0) =
n0α

n0+1

λ(n0 − α)
(

αn0+1 + (n0)!(n0 − α)
n0∑

k=0

αk

k!

) , (20)

òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (nmin, w) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà

nopt = min {n ∈ N : w(n) ≤ w0 }. (21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé α ∈ [n0 − 1; n0), n > α äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (nmin, w)
ïîëó÷àåì óñëîâèå n ≥ n0. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óáûâàíèå ôóíêöèè w(n), âûòåêàþùåå èç òåîðåìû 5,
íàõîäèì, ÷òî w(n) ≤ w(n0). Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (20) è óáûâàíèÿ w(n) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (21).
Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Çàäà÷ó (αmax, w) äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ w ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ÷èñëà ëèíèé ñèñòåìû n íàéòè òàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êî-
ýôôèöèåíòà çàãðóçêè ñèñòåìû α, ïðè êîòîðîì w(α) ≤ w0.

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî w0 > 0 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (αmax, w) îïðåäå-
ëÿåòñÿ â âèäå

αopt = α∗, (22)

ãäå α∗ � åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ w(α) = w0 íà ïðîìåæóòêå (0, n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (19) íàõîäèì ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

lim
α→0

w(α) = 0, lim
α→n

w(α) = ∞.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó α < n, è ôóíêöèÿ w(α) ñîãëàñíî òåîðåìå 5 âîçðàñòàåò, äëÿ çíà÷åíèÿ w(αopt)
ïîëó÷àåì îöåíêó w(αopt) < lim

α→n
w(α) = ∞. Ïðåäåëû èçìåíåíèÿ w(α) è w0 äîëæíû ñîâïàäàòü,

ïîýòîìó íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé ñâåðõó äëÿ çíà÷åíèé w0, ïðè êîòîðûõ íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûé
êîðåíü óðàâíåíèÿ w(α) = w0, íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî w0 > 0
ðåøåíèå αopt îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå (22). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

5. ÑÈÑÒÅÌÀ M/M/1 Ñ ÏÎÐÎÃÎÂÛÌ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈÅÌ ÐÅÆÈÌÎÂ
ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ M/M/1 ñ íåîãðàíè÷åííûì îáú¼ìîì íàêîïèòåëÿ, çàÿâêè
â êîòîðóþ ïîñòóïàþò ïî îäíîé, à ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê
� íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåë¼ííûå ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåò-
ðîì λ.

Îáñëóæèâàíèå çàÿâîê ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â äâóõ ðåæèìàõ. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ â êàæ-
äîì èç íèõ ðàñïðåäåëåíî ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè µ1 è µ2 ñîîòâåòñòâåííî.
Îáñëóæèâàíèå ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå
íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ h (h ≥ 1). Ïåðåêëþ÷åíèå íà ðåæèì îáñëóæèâà-
íèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ2 ïðîèñõîäèò â ìîìåíò ïðèáûòèÿ â ñèñòåìó (h + 1)-îé çàÿâêè (òî åñòü
â ìîìåíò, êîãäà ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå ñòàíåò ðàâíûì h + 1).
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Ðèñ. 1
Ââåä¼ì íóìåðàöèþ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (ñì. ðèñ. 1): s0 � cèñòåìà ñâîáîäíà; sk (k ≥ 1) � â

ñèñòåìå íàõîäèòñÿ k çàÿâîê. Ïóñòü α = λ/µ1 � êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñèñòåìû â ðåæèìå îá-
ñëóæèâàíèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ1, γ = µ1/µ2, γα � êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñèñòåìû â ðåæèìå
îáñëóæèâàíèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ2, pk(t) � âåðîÿòíîñòü ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè sk â
ìîìåíò âðåìåíè t. Åñëè γα < 1, òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû pk = lim

t→∞ pk(t), è ñòàöèîíàðíûå âåðî-
ÿòíîñòè pk óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû ñîñòîÿíèé
(ðèñ. 1):

−λp0 + µ1p1 = 0; λpk−1+µ1pk+1 − (λ + µ1)pk = 0 ( k = 1, h− 1 );
λph−1 + µ2ph+1 − (λ + µ1)ph = 0; λpk−1 + µ2pk+1 − (λ + µ2)pk = 0 ( k ≥ h + 1 );

∞∑

k=0

pk = 1.

(23)

Èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (23)

pk = αkp0 ( k = 0, h ); pk = γk−hαkp0 ( k ≥ h + 1 );

p0 =
1− γ

1 + h(1− γ)
, α = 1; p0 =

(1− α)(1− γα)
1− αh+1 − γα(1− αh)

, α 6= 1,

íàõîäèì ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå

w =
1− γ

λ
(
1 + h(1− γ)

)
(

h(h− 1)
2

+
γ
(
γ + h(1− γ)

)

(1− γ)2

)
, α = 1, γ < 1; (24)

w =
α2w1(α, γ, h)
λw2(α, γ, h)

, α 6= 1, γα < 1, (25)

ãäå

w1(α, γ, h) = (1− γα)2
(
1− hαh−1 + (h− 1)αh

)
+ γαh−1(1− α)2

(
γα + h(1− γα)

)
;

w2(α, γ, h) = (1− α)(1− γα)
(
1− αh+1 − γα(1− αh)

)
.

Èññëåäóåì õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé w(h), îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (24), (25) ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α, γ, λ.

Òåîðåìà 8. Åñëè γα < 1, γ < 1, òî ôóíêöèÿ w(h) âîçðàñòàåò äëÿ âñåõ h ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = 1. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû γ̃ = 1−γ > 0. Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
(24) ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì

w(h + 1)− w(h) =
h(h + 1)γ̃2 + 2(h + γ)γ̃

2λ(hγ̃ + 1)
(
(h + 1)γ̃ + 1

) > 0.

Èòàê, ïðè α = 1 âîçðàñòàíèå w(h) äîêàçàíî.
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Ïóñòü α 6= 1. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (25) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

w(h + 1)− w(h) =
αh+1(1− γ)f(α, γ, h)

λ
(
1− αh+1 − γα(1− αh)

)(
1− αh+2 − γα(1− αh+1)

) , (26)

ãäå
f(α, γ, h) = h(1− α)(1− γα) + γα

(
1− α + α2(1− αh−1)

)− α2(1− αh).

Èç âèäà (26) è óñëîâèé òåîðåìû çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè f(α, γ, h) > 0, òî w(h + 1) − w(h) > 0.
Äîêàæåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî f(α, γ, h) > 0 äëÿ âñåõ h ≥ 1. Ïðè h = 1
ïîëó÷àåì: f(α, γ, 1) = (1 − α)2(1 + α) > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(α, γ, h̃) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî
h̃ > 1. Òîãäà íàõîäèì

f(α, γ, h̃ + 1) = f(α, γ, h̃) + (1− α)
(
1− γα− (1− γ)αh̃+2

)

= f(α, γ, h̃) + (1− α)2
(

(1− γα)
h̃∑

k=0

αk + αh̃+1

)
> 0.

Èòàê, f(α, γ, h) > 0 äëÿ âñåõ h ≥ 1. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó (hmax, w): ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è γ íàéòè òàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïîðîãà ïåðåêëþ÷å-
íèÿ h, ïðè êîòîðîì ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè íå
ïðåâûøàëî áû çàäàííîå ÷èñëî w0.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü γ < 1 è γα < 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

γα2

λ(1− γα)
(
1 + α(1− γ)

) ≤ w0 <
α2

λ(1− α)
(27)

äëÿ 0 < α < 1, è óñëîâèå

w0 ≥ γα2

λ(1− γα)
(
1 + α(1− γ)

) (28)

äëÿ α ≥ 1, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (hmax, w) îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà

hopt = max {h ∈ N : w(h) ≤ w0 }. (29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ (24) è (25) ïîëó÷àåì ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
h→∞

w(h) =
α2

λ(1− α)
, 0 < α < 1; lim

h→∞
w(h) = ∞, α ≥ 1;

w(1) =
γα2

λ(1− γα)
(
1 + α(1− γ)

) .

Èç âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè w(h) (ñì. òåîðåìó 8) ñëåäóåò, ÷òî w(1) ≤ w(h) < w(∞). Äëÿ ñóùåñ-
òâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (hmax, w) çíà÷åíèå w0 äîëæíî èçìåíÿòüñÿ â òàêèõ æå ïðåäåëàõ, ÷òî
îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèÿìè (27) è (28). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â âèäå (29) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà
ìîíîòîííîñòè w(h). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
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6. ÑÈÑÒÅÌÀ M/M/1 Ñ ÏÎÐÎÃÎÂÛÌ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈÅÌ ÐÅÆÈÌÎÂ
ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß È ÁËÎÊÈÐÎÂÊÎÉ ÏÎÒÎÊÀ ÇÀßÂÎÊ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîðîãîâûì ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ,
îïèñàííóþ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ñíà÷àëà ïðåäïîëæèì, ÷òî îáú¼ì íàêîïèòåëÿ îãðàíè÷åí è
ðàâåí r, è, êðîìå òîãî, ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ðåæèì îáñëóæèâàíèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ2

â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ñëåäóþùåé çàÿâêè íà÷èíàåòñÿ áëîêèðîâêà âõîäíîãî ïîòîêà.
Èòàê, ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ðåæèì îáñëóæèâàíèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ2 áëîêèðîâêà ïîòî-
êà çàÿâîê íå îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè äîîáñëóæèâàíèÿ òîé çàÿâêè, âî
âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ êîòîðîé ïðîèçîøëî ïåðåêëþ÷åíèå ðåæèìîâ. Åñëè æå â ìîìåíò íà÷à-
ëà îáñëóæèâàíèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå íå ïðåâûøàåò h, òî áëîêèðîâêà
âõîäíîãî ïîòîêà ïðåêðàùàåòñÿ è âîçîáíîâëÿåòñÿ ðåæèì îáñëóæèâàíèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ1.

s0

λ
((
s1

µ1

hh

λ
&& · · ·

µ1

hh

λ ((
sh

µ1

ff

λ **
sh+1

λ //
µ2

oo · · ·
µ2

yy

λ // sr

µ2

xx

λ // sr+1

µ2

ww
xh+1

µ2

[[

· · ·
µ2

oo xrµ2

oo

Ðèñ. 2
Ââåä¼ì íóìåðàöèþ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (ñì. ðèñ. 2): s0 � cèñòåìà ñâîáîäíà; sk (k = 1, r + 1)

� â ñèñòåìå k çàÿâîê, âõîäíîé ïîòîê íå áëîêèðóåòñÿ (êðîìå ñîñòîÿíèÿ sr+1); xk (k = h + 1, r)
� â ñèñòåìå k çàÿâîê, èñïîëüçóåòñÿ ðåæèì îáñëóæèâàíèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ2, ïîòîêà çàÿâîê
çàáëîêèðîâàí.

Ïóñòü pk(t) (qk(t)) � âåðîÿòíîñòü ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè sk (xk) â ìîìåíò âðå-
ìåíè t. Åñëè r < ∞, òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû pk = lim

t→∞ pk(t), qk = lim
t→∞ qk(t). Ñòàöèîíàðíûå

âåðîÿòíîñòè pk è qk, íàéäåííûå èç ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû
ñîñòîÿíèé (ðèñ. 2), çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

pk = γh−kβh+1−k(1 + β)r−hpr+1 ( k = 0, h );

pk = β(1 + β)r−kpr+1 ( k = h + 1, r ); qk = (1 + β)r−kpr+1 ( k = h + 1, r );

pr+1 =
β(γβ − 1)(

γβ3
(
(γβ)h − 1

)
+ (γβ − 1)(β2 + β + 1)

)
(1 + β)r−h − (γβ − 1)

, γβ 6= 1;

pr+1 =
β(

(h + 1)β2 + β + 1
)
(1 + β)r−h − 1

, γβ = 1,

(30)

ãäå β = µ2/λ, γ = µ1/µ2.
Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ íåîãðàíè÷åííîãî íàêîïèòåëÿ (r → ∞), äëÿ êî-

òîðîãî ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè, íàéäåííûå ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé (30) ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà r →∞, îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

w =
β3

(
(γβ)h − 1− h(γβ − 1)

)
+ (1 + β)(hβ + 1)(γβ − 1)2

λβ2(γβ − 1)
(
γβ2

(
(γβ)h − 1

)
+ (γβ − 1)(1 + β)

) , γβ 6= 1; (31)

w =
(h− 1)hβ3 + 2(1 + β)(hβ + 1)

2λβ2
(
(h + 1)β + 1

) , γβ = 1. (32)

Èññëåäóåì õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé w(h), îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (31), (32) ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ β, γ è λ.
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Òåîðåìà 10. 1) Åñëè γβ ≤ 1, òî ôóíêöèÿ w(h) âîçðàñòàåò äëÿ âñåõ h ≥ 1. 2) Åñëè γβ > 1
è 0 < γ ≤ 1, òî ôóíêöèÿ w(h) âîçðàñòàåò äëÿ âñåõ h ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè γβ = 1, òî âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ â (32), ïîëó÷àåì

w ′(h) =
(h2 + 2h− 1)β4 + (2h− 1)β3 + 2β2(1 + β)

2λβ2
(
(h + 1)β + 1

)2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî w ′(h) > 0 äëÿ âñåõ γ > 0, h ≥ 1, ïîýòîìó äëÿ ñëó÷àÿ γβ = 1 óòâåðæäåíèå
òåîðåìû äîêàçàíî.

Ïóñòü γβ 6= 1, òîãäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (31), íàõîäèì

w(h + 1)− w(h) =
(β̃ − 1)2F1(β, γ, h)

λβ2F2(β, γ, h)
,

ãäå

F1(β, γ, h) = β(1 + β)(1 + β − β̃h+1) + β3(1 + β)
h−1∑

k=0

β̃k + β2β̃
(
β2 − (1 + β)(β̃ − 1)

) h−1∑

k=0

(k + 1)β̃k;

F2(β, γ, h) =
(
ββ̃(β̃h − 1) + (β̃ − 1)(1 + β)

)(
ββ̃(β̃h+1 − 1) + (β̃ − 1)(1 + β)

)
; β̃ = γβ.

Î÷åâèäíî, ÷òî F2(β, γ, h) > 0 äëÿ âñåõ γ > 0, h ≥ 1, à F1(β, γ, h) > 0 äëÿ γ > 0, 0 < β̃ < 1,
h ≥ 1, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ï. 1 òåîðåìû äîêàçàíî.

Ïóñòü γβ = β̃ > 1. Äîêàæåì, ÷òî F1(β, γ, h) > 0 äëÿ 0 < γ ≤ 1, h ≥ 1. Â ñàìîì äåëå,
ïîëîæèòåëüíîñòü F1(β, γ, h) âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé:

β2 − (1 + β)(β̃ − 1) = (1− γ)(β2 + β) + 1 > 0;

β2
h−1∑

k=0

β̃k + 1 + β − β̃h+1 = γh−1βh+1(1− γ2) + β2
h−2∑

k=0

β̃k + β + 1 > 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó (hmax, w): ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ β è γ íàéòè òàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïîðîãà h, ïðè
êîòîðîì ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè íå ïðåâûøàëî
áû çàäàííîå ÷èñëî w0.

Òåîðåìà 11. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

w0 ≥ (1 + β)2

λβ2(γβ2 + β + 1)
(33)

äëÿ ñëó÷àÿ γβ ≤ 1, èëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 0 < γ ≤ 1,

(1 + β)2

λβ2(γβ2 + β + 1)
≤ w0 <

1
λγβ(γβ − 1)

(34)

äëÿ ñëó÷àÿ γβ > 1, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (hmax, w) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (29).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ (31) è (32) ïîëó÷àåì ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
h→∞

w(h) = ∞, γβ ≤ 1; lim
h→∞

w(h) =
1

λγβ(γβ − 1)
, γβ > 1;

lim
h→1

w(h) =
(1 + β)2

λβ2(γβ2 + β + 1)
, γβ > 0.

Èç âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè w(h) (ñì. òåîðåìó 10) ñëåäóåò, ÷òî w(1) ≤ w(h) < w(∞). Äëÿ ñóùåñ-
òâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (hmax, w) çíà÷åíèå w0 äîëæíî èçìåíÿòüñÿ â òàêèõ æå ïðåäåëàõ, ÷òî
îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèÿìè (33) è (34). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â âèäå (29) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà
ìîíîòîííîñòè w(h). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

7. ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÑÈÍÒÅÇÀ
Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñàõ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ (9), (21), (12), (15) è (29) ðåøåíèÿ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà, ïðåäëîæåííûõ âûøå. Îáùèì äëÿ ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðåøåíèå
êàæäîé èç íèõ èùåòñÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ (9) è (21), êîòîðûå èìåþò âèä

θopt = min { θ ∈ N : K(θ) ≤ k0 },

äîñòàòî÷íî íàéòè åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå θ = θ∗ óðàâíåíèÿ K(θ) = k0 (ïðè
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ è îïðåäåë¼ííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà k0)
è, ó÷èòûâàÿ óáûâàíèå ôóíêöèè K(θ), ïðèíÿòü θopt = min

θ∈N
{ θ ≥ θ∗}.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ (12), (15) è (29), êîòîðûå èìåþò âèä

θopt = max { θ ∈ N : K(θ) ≤ k0 },

äîñòàòî÷íî íàéòè åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå θ = θ∗ óðàâíåíèÿ K(θ) = k0 (ïðè
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ è îïðåäåë¼ííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà k0)
è, ó÷èòûâàÿ âîçðàñòàíèå ôóíêöèè K(θ), ïðèíÿòü θopt = max

θ∈N
{ θ ≤ θ∗}.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà, ðàññìîòðåííûõ âûøå.
Íà÷í¼ì ñ çàäà÷è (rmin, π) äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/M/1/r, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ï. 1 òåîðåìû 3. Ïóñòü α = 0, 8, òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (7) âûâîäèì îãðàíè÷åíèå íà
π0: π0 ≤ 0, 262. Ïîëüçóÿñü âòîðîé ôîðìóëîé (2), çàïèñûâàåì óðàâíåíèå π(r) = π0, êîòîðîå ïðè
çàäàííîì çíà÷åíèè α ïðèíèìàåò âèä

0, 8r+1 · 0, 2
1− 0, 8r+2

= π0.

Åñëè 0 < π0 ≤ 0, 262, òî ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå r = r∗,
ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ðåøåíèå çàäà÷è (rmin, π) íàõîäèì ïî ôîðìóëå ropt = min

r∈N
{ r ≥ r∗}.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé π0 ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/M/n ðàññìîòðèì çàäà÷ó (αmax, w). Ïóñòü n = 3, λ = 2,

òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 7, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ w0 > 0 è
ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ åäèíñòâåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ α = α∗ = αopt óðàâíåíèÿ

3α4

2(3− α)
(

α4 + 6(3− α)
3∑

k=0

αk

k!

) = w0,
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Òàáëèöà 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (rmin, π) äëÿ ðàçëè÷íûõ π0 (ÑÌÎ M/M/1/r)

π0 r∗ ropt π(ropt)

0,01 12,601 13 0,009
0,03 8,100 9 0,023
0,05 6,300 7 0,039
0,07 4,811 5 0,066
0,09 3,956 4 0,089
0,10 3,614 4 0,089
0,15 2,396 3 0,122
0,20 1,634 2 0,173
0,25 1,106 2 0,173

Òàáëèöà 2. Ðåøåíèå çàäà÷è (αmax, w) äëÿ ðàçëè÷íûõ w0 (ÑÌÎ M/M/n)

w0 w∗ = wopt w0 w∗ = wopt

0,0001 0,250 2,5 2,604
0,001 0,449 3 2,651
0,01 0,811 5 2,764
0,1 1,441 7,5 2,831
0,2 1,691 10 2,868
0,5 2,046 15 2,909
1 2,309 20 2,930
1,5 2,449 50 2,971
2 2,540 100 2,985

ïîëó÷åííîãî èç (19). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé w0 ïðèâåäåíû â òàáë. 2.
Îïðåäåë¼ííûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà (21) ðåøåíèÿ çàäà÷è

(nmin, w) äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/M/n. Íàéòè ðåøåíèå n = n∗ óðàâíåíèÿ w(n) = w0,
ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (19) ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ α è λ, íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîñêîëüêó â (19) n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ òîëüêî èç ìíîæåñòâà íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Íî çàäà÷ó (nmin, w) ìîæíî ðåøèòü, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 6 è ïîñëåäîâàòåëüíî
âû÷èñëÿÿ w(n) äëÿ ðàçëè÷íûõ n ïî ôîðìóëå (19). Ïóñòü, íàïðèìåð, λ = 1, α = 2, 5. Òîãäà ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû 6 çàêëþ÷àåì, ÷òî n0 = 3 è ðåøåíèå çàäà÷è (nmin, w) ñóùåñòâóåò ïðè óñëî-
âèè, ÷òî 0 < w0 ≤ w(n0) = w(3) = 3, 511. Äàëåå âû÷èñëÿåì w(n) äëÿ n > n0: w(4) = 0, 533;
w(5) = 0, 130 è ò. ä. Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ óáûâàíèå w(n), ìîæíî íàéòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (nmin, w)
äëÿ w0 ∈ (0; 3, 511]. Íàïðèìåð, äëÿ w0 = 2 ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ nopt = 4, à ïðè w0 = 0, 5
ïîëó÷àåì ðåøåíèå nopt = 5.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (hmax, w) äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/M/1 ñ ïîðîãîâûì ïåðåêëþ÷å-
íèåì ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ. Ïóñòü λ = 2, µ1 = 1, µ2 = 4. Òîãäà γ = 0, 25, α = 2, γα = 0, 5.
Âèäèì, ÷òî óñëîâèÿ γ < 1 è γα < 1 òåîðåìû 9 âûïîëíÿþòñÿ. Èç (28) ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå
íà çíà÷åíèÿ w0: w0 ≥ 0, 4. Ðåàëèçóÿ àëãîðèòì (29), íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèå w(h) = w0,
ãäå w(h) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (25) ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ λ, γ è α. Îäíàêî ïîëó÷èòü
òî÷íîå ðåøåíèå ýòîãî òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ äîâîëüíî òðóäíî (ïî êðàéíåé ìåðå åãî íå
óäà¼òñÿ ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Mathematica). Íî çíàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü w(h) âîçðàñòàþùàÿ
(ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 8), ðåøåíèå çàäà÷è (hmax, w) ìîæíî íàéòè ïóò¼ì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé w(h) äëÿ öåëûõ h ≥ 1. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 3
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé w0. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû äëÿ ñðàâíåíèÿ çàïèñàíû çíà÷åíèÿ
ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ w(hopt), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èìèòàöèîííîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ GPSS World [13, 14] äëÿ çíà÷åíèÿ âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ t = 105.
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Òàáëèöà 3. Ðåøåíèå çàäà÷è (hmax, w) äëÿ ðàçëè÷íûõ w0 (ÑÌÎ M/M/1 ñ ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ)

w0 hopt w(hopt) w(hopt) (GPSS World)
0,5 1 0,400 0,331
1 2 0,727 0,727
2 4 1,574 1,573
3 6 2,524 2,521
4 8 3,507 3,506
5 10 4,502 4,503
6 12 5,501 5,502
7 14 6,500 6,502
8 16 7,500 7,502
9 18 8,500 8,503
10 20 9,500 9,504

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì çàäà÷ó (hmax, w) äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/M/1 ñ ïîðîãîâûì
ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ è áëîêèðîâêîé ïîòîêà çàÿâîê. Ïóñòü λ = 2, µ1 = 1,
µ2 = 2. Òîãäà β = 1, γ = 0, 5, γβ = 0, 5. Ïîñêîëüêó γβ < 1, òî îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ w0

ïîëó÷àåì èç ôîðìóëû (33) â âèäå w0 ≥ 0, 8, è, ñîãëàñíî òåîðåìå 11, ðåøåíèå çàäà÷è (hmax, w)
îïðåäåëÿåì ïî àëãîðèòìó (29). Äëÿ ýòîãî èùåì ðåøåíèå h = h∗ óðàâíåíèÿ w(h) = w0, ãäå
w(h) âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå (31) ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ λ, γ, β è íàõîäèì hopt ïî ôîðìóëå
hopt = max

h∈N
{h ≤ h∗}. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

w0. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû äëÿ ñðàâíåíèÿ çàïèñàíû çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäà-
íèÿ w(hopt), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ GPSS World äëÿ
çíà÷åíèÿ âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ t = 105.

Òàáëèöà 4. Ðåøåíèå çàäà÷è (hmax, w) äëÿ ðàçëè÷íûõ w0

(ÑÌÎ M/M/1 ñ ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ è áëîêèðîâêîé ïîòîêà çàÿâîê)

w0 h∗ hopt w(hopt) w(hopt) (GPSS World)
1 1,452 1 0,800 0,757
2 3,296 3 1,826 1,823
3 4,917 4 2,426 2,420
4 6,466 6 3,696 3,692
5 7,986 7 4,350 4,338
6 9,494 9 5,672 5,666
7 10,998 10 6,336 6,326
8 12,499 12 7,667 7,655
9 13,9997 13 8,334 8,314
10 15,500 15 9,667 9,642

8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èòàê, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà, â êîòîðûõ â êà÷å-
ñòâå êðèòåðèÿ íàèëó÷øåãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÑÌÎ âûáèðàëîñü çàäàííîå çíà÷åíèå îäíîé èç
ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû (÷àùå âñåãî � ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ çàÿâêè â
î÷åðåäè). Íå ìåíüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñòîèìîñò-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ, ðåøåíèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíûé êîìïðîìèññ ìåæäó êà÷åñòâåííîé
è ýêîíîìè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé îáñëóæèâàíèÿ.
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9. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ. ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ ÄËß GPSS WORLD

Ñèñòåìà ñ ïîðîãîâûì ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ:
Lam EQU 2 ; çíà÷åíèå λ

Mu1 EQU 1 ; çíà÷åíèå µ1

Mu2 EQU 4 ; çíà÷åíèå µ2

AH EQU 10 ; ïîðîã ïåðåêëþ÷åíèÿ
VREM EQU 100000 ; âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
GENERATE (Exponential(3,0,(1/Lam))) ; ïîòîê çàÿâîê
QUEUE OCHER
TEST E Q$OCHER,AH,MKAN ; äëèíà î÷åðåäè ðàâíà h?
SPLIT 1,MET
MKAN SEIZE KAN
DEPART OCHER
TEST L Q$OCHER,AH,MET2 ; äëèíà î÷åðåäè ìåíüøå h?
ADVANCE (Exponential(3,0,(1/Mu1))) ; çàäåðæêà íà îáñëóæèâàíèå ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ1

RELEASE KAN
TERMINATE
MET GATE U KAN,OUT ; çàíÿòî ëè óñòðîéñòâî?
PREEMPT KAN½MET1½RE ; ïðåðâàòü îáñëóæèâàíèå
ADVANCE (Exponential(3,0,(1/Mu2))) ; çàäåðæêà íà îáñëóæèâàíèå ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ2

RETURN KAN
TERMINATE
MET1 TERMINATE
MET2 ADVANCE (Exponential(3,0,(1/Mu2))) ; çàäåðæêà íà îáñëóæèâàíèå ñ èíòåíñ. µ2

RELEASE KAN
TERMINATE
OUT TERMINATE
GENERATE VREM
TERMINATE 1
START 1
Ñèñòåìà ñ ïîðîãîâûì ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ è áëîêèðîâêîé ïîòîêà çàÿâîê:
Lam EQU 2 ; çíà÷åíèå λ

Mu1 EQU 1 ; çíà÷åíèå µ1

Mu2 EQU 2 ; çíà÷åíèå µ2

AH EQU 10 ; ïîðîã ïåðåêëþ÷åíèÿ
VREM EQU 100000 ; âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
GENERATE (Exponential(5,0,(1/Lam))) ; ïîòîê çàÿâîê
GATE LS KLU,OUT ; çàáëîêèðîâàí ëè âõîä?
QUEUE OCHER
TEST E Q$OCHER,AH,MKAN ; äëèíà î÷åðåäè ðàâíà h?
SPLIT 1,METP
MKAN SEIZE KAN
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DEPART OCHER
TEST L Q$OCHER,AH,MET2 ; äëèíà î÷åðåäè ìåíüøå h?
SPLIT 1,METS
ADVANCE (Exponential(5,0,(1/Mu1))) ; çàäåðæêà íà îáñëóæèâàíèå ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ1

RELEASE KAN
TERMINATE
GATE U KAN,OUT ; çàíÿòî ëè óñòðîéñòâî?
METP PREEMPT KAN½OUT½RE ; ïðåðâàòü îáñëóæèâàíèå
ADVANCE (Exponential(3,0,(1/Mu2))) ; çàäåðæêà íà îáñëóæèâàíèå ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ2

RETURN KAN
OUT TERMINATE MET2
SPLIT 1,METR
ADVANCE (Exponential(5,0,(1/Mu2))) ; çàäåðæêà íà îáñëóæèâàíèå ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ2

RELEASE KAN
TERMINATE
METS LOGIC S KLU ; âêëþ÷èòü êëþ÷ (ðàçðåøèòü âõîä)
TERMINATE
METR LOGIC R KLU ; âûêëþ÷èòü êëþ÷ (çàïðåòèòü âõîä)
TERMINATE
GENERATE ½,1
LOGIC S KLU ; âêëþ÷èòü êëþ÷ (ðàçðåøèòü âõîä)
TERMINATE
GENERATE VREM
TERMINATE 1
START 1
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