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Введение
Математическое моделирование является популярным и доказавшим на практике

свою эффективность способом изучения распространения социально значимых заболева-
ний. Существует множество подходов к построению математических моделей (использо-
вание систем нелинейных дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений,
систем уравнений в частных производных, цепей Маркова, случайных процессов, агент-
ных моделей и пр.),  каждый из которых имеет свои достоинства и недостатки.  Для ряда
задач выгодным является применение нескольких подходов в рамках одной двухкомпо-
нентной модели, что позволяет более гибко описывать интересующие исследователя про-
цессы в моделируемой системе и при необходимости уточнять описания отдельных ком-
понент, не перестраивая модель. В России исследования, посвященные использованию
двухкомпонентных моделей сложных систем, ведутся, в частности, сотрудниками ВЦ
РАН (г.  Москва)  [1,2] и НИИ НКТ СПбГУ ИТМО [3].  Большое количество работ,  посвя-
щенных двухкомпонентным моделям распространения заболеваний, публикуется за рубе-
жом, например, [4,5].

 В настоящей работе приводится подход к построению двухкомпонентных индиви-
дуум-ориентированных моделей распространения заболеваний на основе совмещения по-
пуляционного и дискретно-событийного описаний. Представлен общий вид двухкомпо-
нентной модели, а также методы распараллеливания алгоритмов моделирования для про-
ведения численных экспериментов на многоядерных персональных компьютерах и высо-
копроизводительных вычислительных системах. Указанный подход применялся авторами
для моделирования распространения туберкулеза [6] и ВИЧ [7], а также сравнения эффек-
тивности методов выявления индивидуумов, предрасположенных к колоректальному раку
[8].

Популяционная модель
Основой для построения двухкомпонентной модели является популяционная мо-

дель распространения заболевания, задаваемая системой стохастических разностных
уравнений с целочисленными неотрицательными переменными и дискретным временем.
Система уравнений описывает динамику групп индивидуумов Ai, ni ...,2,1= , составляю-
щих население некоторого региона. Единица времени выбирается исходя из длительности
характерных процессов, происходящих с индивидуумом в рамках модели (от одних суток
до одного года). Обозначим через )(txi  численность индивидуумов группы Ai в момент
времени t =1,2…,T, ni ...,2,1= . Система уравнений модели в общем виде выглядит сле-
дующим образом:
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В системе уравнений (1)–(4) слагаемые ( ) 0, 1, 2,...,if t i n³ = отражают приток насе-

ления в соответствующие группы за промежуток времени ],1( tt -  и представляют собой
некоторые случайные процессы с заданными вероятностными характеристиками. Случай-
ные величины ˆ ( )jx t  означают количество индивидуумов группы Aj, доживших от момен-
та времени 1-t  до момента времени t . При фиксированном 0)1( ³-tx j  величина ˆ ( )jx t
имеет биномиальное распределение с параметрами )1( -tx j , jr , где 10 << jr – вероят-
ность дожития индивидуума группы Aj от момента времени 1-t  до момента времени
t , nj ,...,1= . Случайные величины )(tu jk описывают количество индивидуумов, перехо-
дящих из группы Aj в группу Ak в течение промежутка времени ].,1( tt -  Для заданного j и
фиксированного ˆ ( )jx t  величины )(),...,(1 tutu jnj являются координатами случайного векто-
ра с мультиномиальным законом распределения. Параметрами этого закона являются ве-
роятности 10 << jkg переходов индивидуумов из группы Aj в группу Ak и количество до-

живших индивидуумов ˆ ( )jx t . Вектор начальных численностей ),...,,( )0()0(
2

)0(
1 nxxx  имеет не-

отрицательные компоненты и описывается некоторым заданным законом распределения.

Дискретно-событийная модель
Предполагаем далее, что из совокупности C выделяется подмножество FÍC, со-

стоящее из групп индивидуумов, подвергаемых воздействию заболевания. Каждый инди-
видуум a, принадлежащий группе AiÎF, в заданный момент времени t характеризуется
конкретным значением неотрицательного параметра Da(t). Это значение отражает степень
воздействия заболевания на индивидуума и, в зависимости от задачи, выражается в кон-
кретных величинах (размер злокачественного образования, концентрация вирусов в кро-
ви) или условных безразмерных единицах. Для индивидуума aÎAi, AiÎF, перешедшего из
группы AjÎC\F  за промежуток времени ],1( 00 tt - , начальное значение параметра Da(t0)
задается константой или генерируется согласно некоторому закону распределения. Анало-
гично получаются значения Da(t0) для индивидуумов, поступивших в группы AiÎF вслед-
ствие миграции извне (случайные величины )(tf i ), а также значения Da(0) для индиви-
дуумов, находившихся в группах AiÎF в начальный момент времени. Изменение значения
Da(t) описывается некоторым детерминированным или стохастическим законом.

Поведение каждого индивидуума aÎAi,  AiÎF моделируется независимо от других
индивидуумов с помощью дискретно-событийного подхода [9]. В фиксированный момент
времени индивидуум a находится в определенном состоянии, соответствующем группе
AiÎF. В течение каждого временного интервала ],1( tt -  состояние индивидуума может
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изменяться в соответствии с заданным набором вероятностей. Эти вероятности могут за-
висеть от значения параметра Da(t). Дискретно-событийное моделирование изменения со-
стояний индивидуума a прекращается в момент времени, когда он переходит в группу
AjÎC\F или покидает популяцию в силу гибели или миграции. Численности индивидуу-
мов в каждом состоянии (группе) AiÎF, ni ,...,1=  могут влиять на параметры законов рас-
пределения случайных величин ˆ ( )jx t  и )(tu jk  популяционной модели (1)–(4), описываю-
щей динамику численностей индивидуумов из групп AiÎC\F.

Двухкомпонентная модель
Используя совместно представленные выше модели, приходим к двухкомпонент-

ной индивидуум-ориентированной модели, в которой одна часть индивидуумов популя-
ции неразличима внутри своих групп и описывается популяционной подмоделью, а другая
часть моделируется с учетом значений индивидуальных параметров в рамках дискретно-
событийной подмодели. Для иллюстрации взаимодействия компонентов модели приведем
следующий простой пример. Опираясь на популяционную модель, вычислим количество
M(t0) восприимчивых к инфекции индивидуумов, инфицированных за промежуток време-
ни ],1( 00 tt - . Каждый индивидуум из числа M(t0) пополняет группу инфицированных ин-
дивидуумов. Далее вычисления в популяционной модели приостанавливаются, а все вы-
числения проводятся для каждого отдельно взятого индивидуума из числа M(t0). Инфор-
мация по таким индивидуумам заносится в память на моменты времени t0, t0 + 1, t0 + 2, …,
T. После завершения работы со всеми индивидуумами из числа M(t0) возобновляется ра-
бота популяционной модели и проводятся вычисления для промежутка времени ]1,( 00 +tt .
Затем фиксируется количество M(t0 + 1) индивидуумов. Для них выполнятся аналогичные
действия и т.д.

Описанный подход позволяет варьировать детальность описания рассматриваемой
популяции с учетом доступных вычислительных мощностей и реальных данных для ка-
либровки модели.

Вычислительный алгоритм
Целью численных экспериментов с моделями является оценка различных характе-

ристик групп индивидуумов (например, математических ожиданий, дисперсий, корреля-
ций, совместных законов распределения численностей групп) с помощью стандартных
методов математической статистики.

Численные эксперименты проводятся на основе методов Монте-Карло. Для генера-
ции необходимых случайных величин применяются вычислительные методы и датчик
псевдослучайных чисел, описанные в [10, 11]. Для нахождения выборочных значений ха-
рактеристик групп индивидуумов используется набор реализаций моделируемого случай-
ного процесса с разными стартовыми значениями датчика псевдослучайных чисел.

Отметим, что учет индивидуумов с динамически изменяемыми значениями пара-
метров может приводить к существенным вычислительным затратам при изучении попу-
ляций, в которых количество индивидуумов достаточно велико (например, от 105 до 106

индивидуумов, что соответствует населению крупного региона или города). В таких слу-
чаях для ускорения работы моделирующей программы применяются параллельные и рас-
пределенные вычисления.
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Распараллеливание по реализациям
Реализации моделируемого случайного процесса независимы друг от друга и не

нуждаются в обмене данными между собой. В связи с этим простым и эффективным спо-
собом ускорения вычислений является применение параллельного алгоритма с распреде-
лением реализаций по доступным ядрам (для персонального компьютера) или вычисли-
тельным узлам (для вычислительного кластера). Результирующий алгоритм обладает вы-
сокой масштабируемостью и не зависит от деталей формализации конкретной модели в
рамках подхода. Данный подход был реализован авторами с применением технологий
OpenMP и MPI для проведения вычислительных экспериментов на суперкомпьютерах
«Ломоносов» и BlueGene/P Суперкомпьютерного центра МГУ (г.  Москва),  а также НКС-
30Т Сибирского суперкомпьютерного центра (г. Новосибирск).

Использование графических процессоров
Быстрое развитие технологий, связанных с вычислениями на графических процес-

сорах (GPU), дало возможность использования GPU для проведения вычислительных экс-
периментов с двухкомпонентной моделью. В силу особенностей строения графических
процессоров алгоритм для расчетов на GPU должен состоять из большого числа «легко-
весных» потоков, что делает невозможным применение в программах параллелизма по
реализациям. На данный момент авторами реализовано два варианта алгоритмов с исполь-
зованием GPU на основе технологии №VIDIA CUDA.

1. Алгоритмы для моделей неинфекционных заболеваний без учета демографиче-
ских характеристик популяции. Рассмотрим класс моделей, для которых верны два пред-
положения: (1) больные индивидуумы не влияют друг на друга и на восприимчивых ин-
дивидуумов (моделируется неинфекционное заболевание); (2) популяция в начальный
момент времени состоит из индивидуумов одного возраста и предполагается отсутствие
притока в популяцию в течение модельного времени. Для указанного класса моделей воз-
можно применение алгоритма с распараллеливанием по индивидуумам, где возникнове-
ние и развитие заболевания у каждого происходит в отдельном потоке. Структура такого
алгоритма оптимальна для применения вычислений на графических процессорах и со-
гласно результатам вычислительных экспериментов дает весомый прирост производи-
тельности (вплоть до двух порядков) по сравнению с последовательной версией алгорит-
ма.

2. Использование GPU для генерации псевдослучайных чисел. Для моделей, которые
не удовлетворяют приведенным в п.1. требованиям, возможно применение алгоритмов с
генерацией псевдослучайных чисел на графическом процессоре. Поскольку генерация
псевдослучайных чисел является весьма ресурсоемкой операцией и занимает значитель-
ную часть времени, расходуемого на численный эксперимент, получаемая экономия вре-
мени существенно превышает временные затраты на пересылку псевдослучайных чисел с
графического на центральный процессор. Численные эксперименты показали, что исполь-
зование библиотеки CUDA CURA№D для генерации псевдослучайных чисел на GPU дает
прирост производительности моделирующей программы примерно на 50% по сравнению
с использованием датчиков псевдослучайных чисел, выполняемых на центральном про-
цессоре.

Заключение
Приведенный в работе подход к построению двухкомпонентных индивидуум-

ориентированных моделей может быть применен для моделирования распространения
различных социально значимых заболеваний с необходимой степенью детализации. Опи-
санная выше двухкомпонентная структура модели может быть расширена с помощью до-
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бавления дополнительных подмоделей, например, подмодели распространения инфекции
в гетерогенной среде. Дальнейшее развитие двухкомпонентной модели предполагает реа-
лизацию комбинированного подхода к распараллеливанию алгоритма с использованием
технологий OpenMP, MPI и CUDA. Такой подход позволит использовать вычислительные
мощности гибридных кластеров и проводить вычислительные эксперименты с наиболее
ресурсоемкими и высокодетализированными моделями распространения заболеваний.

Работа поддержана СО РАН (Интеграционный проект № 47, 2012−2014 гг.)
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